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El destino, las fuerzas ocultas, el esoterismo, han sido cate- 
gorías mentales que configuraron para el conocimiento del hombre 
ese ingrediente difícilmente definible, pero fácilmente reconocible 
en todo aspecto de la realidad que es el azar. 


Este libro, escrito por un filósofo matemático, lleva a sus 
últimas consecuencias el abordaje metodológico y semántico del 
azar, convirtiéndolo en una verdadera cuestión científica. En efecto, 
desde enfocar el descubrimiento de las leyes del azar, y sus probabi- 
lidades continuas y discontinuas, pasa a la aplicación de esas leyes 
en los diversos campos de la realidad, tanto el físico y biológico, 
como el matemático, o el social. Un mesurado y dilucidador capítu- 
lo final expone valiosas conclusiones sobre el alcance filosófico de 
las leyes del azar, que es en sustancia una cuidadosa exposición sis- 
temática de una concepción posible de la evolución del universo y 
el puesto del hombre en el mundo. 


Escrito en un lenguaje directo y simple, constituye en reali- 
dad un excelente tratado sobre la fascinante cuestión del peso del 
azar en la compleja red causal inherente a la presencia del hombre 
en el universo. 
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PREFACIO 


Hace algunos meses, a una pregunta sobre mis trabajos cientifi- 
cos, cometí la imprudencia de responder que había terminado un libro 
sobre El Azar; mi interlocutor me preguntó inmediatamente, no sin algu- 
na ironía, qué era lo que diría de nuevo sobre ese “magnífico tema”. 

Me fue necesario asegurar que yo no daría ninguna receta para 
ganar en la ruleta, ningún talismán para proteger contra los azares fu- 
nestos o atraer sobre nosotros y nuestros amigos los favores de la suer- 
te. Con la pérdida de su misterio, el libro perdió también todo su presti- 
gio y la pregunta esperada: “Pero ¿de qué se trata entonces? ”, fue he- 
cha con una cortés indiferencia que no exigió ninguna respuesta. 

Los lectores de esta colección no habrán incurrido en tal me- 
nosprecio y no buscarán aquí la salvaguardia contra los azares de la 
vida. Podrán encontrar, sin embargo, al lado de la especulación pura, 
recomendaciones más concretas y aun reglas de procedimientos prácti- 
cos, con tal que traten, antes de formularlos, de ayudarse con la propia 
reflexión personal. 

La ciencia del azar, efectivamente, no pretende, como ninguna 
otra ciencia, regir nuestros actos; puede solamente, como es el papel de 
las ciencias, facilitar la reflexión que precede a todo acto en los seres 
racionales. 

En las cuestiones complicadas, el buen sentido debe ser guiado 
por los resultados del cálculo; las fórmulas no crean un espiritu de agu- 
deza, pero facilitan su uso, su desarrollo. 

He tratado de suprimir todas las fórmulas superfinas; las que 
subsisten contribuirán, y así lo espero, a precisar las ideas de los lecto- 
res que no están enteramente reñidos con el álgebra; estas fórmulas 
pueden ser omitidas sin inconveniente por los que están habituados a 
creer en la palabra de los algebristas. 


El objeto principal de este trabajo ha sido poner en evidencia el 
papel del azar en las diversas ramas del conocí miento científico; ese 
papel es aun más importante de medio siglo a esta parte; ha llegado el 
momento de preguntarnos si no hemos asistido, casi sin advertirlo, a 
una verdadera revolución científica. 

La ciencia ha estado dominada durante dos siglos por la céle- 
bre ley de Newton, que estableció el reinado de la mecánica racional. Es 
tomando esta ley como base o de modelo, que los Lagrange, los Laplace, 
los Coulomb, los Gauss, los Fresnel, los Ampére, los Cauchy han exten- 
dido el campo de las explicaciones mecánicas; pero, a pesar de todo su 
genio y sus esfuerzos, la finalidad suprema, la explicación mecánica del 
universo, se les ha escapado siempre, hasta que el descubrimiento y el 
estudio de la radioactividad, han demostrado que las explicaciones me- 
cánicas son ciertamente insuficientes a veces, y deben entonces dejar 
paso a las explicaciones estadísticas. 

Explicar estadísticamente un fenómeno es llegar a contemplarlo 
como el resultado de un gran número de fenómenos desconocidos, regi- 
dos por las leyes del azar. Si se llegara a “explicar” así la ley de la 
atracción universal, se disminuiría el carácter misterioso de esta ley, tan 
hermosa por su simplicidad, pero tan absurda, hay que decirlo, en su 
enunciado clásico, según el cual la atracción se trasmite instantánea- 
mente, sin intermediario, a las más grandes distancias. Este problema 
es, tal vez, uno de los más importantes de la ciencia actual. 

Cuando las explicaciones de las ciencias exactas hayan perfec- 
cionado la teoría de las probabilidades, la introducción de las leyes del 
azar en las ciencias biológicas, sociológicas, psicológicas, etc., llegará 
a ser más amplia, más fecunda. 

Por estas transformaciones de la ciencia, la noción misma de 
verdad científica se halla modificada. La afirmación dogmática de una 
ley como la de Newton está sustituida por la comprobación de la imposi- 
bilidad práctica de un azar milagroso. Yo he ensayado, con el ejemplo 
de los monos apoderándose del depósito de máquinas de escribir y re- 
constituyendo la Biblioteca nacional dactilografiando a la buena suerte, 
de hacer tan concreta como es posible esta noción del azar milagroso y, 
sin embargo, lógicamente realizable. 


Creo que este mito de los monos dactilógrafos, no deja de tener 
un real aspecto filosófico, pero extenderse a este respecto sería salirse 
del plan de este libro; me he limitado a algunas indicaciones por las que 
ruego se me excuse por su brevedad, a veces insuficiente. 


PRIMERA PARTE 


EL DESCUBRIMIENTO DE 
LAS LEYES DEL AZAR 


CAPÍTULO PRIMERO 


EL AZAR Y LAS LEYES NATURALES 


1-3. La necesidad de las leyes naturales. - 4.5 El fe- 
nómeno fortuito y la noción de probabilidad. - 6. Crítica de la 
definición de la probabilidad. - 7. Probabilidad objetiva y pro- 
babilidad subjetiva. - 8. Finalidad de la teoría de las probabili- 
dades. 


1. Un estudio histórico completo de la noción de ley natural se 
confundiría con la historia de la razón humana. El período más reciente 
de esta historia, el de la génesis de las ciencias, es relativamente bien co- 
nocido, al menos en sus grandes líneas; nadie ignora cómo las especula- 
ciones abstractas de los geómetras griegos han sido la verdadera fuente 
de donde han salido sucesivamente la geometría, el álgebra, la mecánica, 
la astronomía, la física, y han hecho posible, finalmente, al genio de los 
herederos del pensamiento griego, el desarrollo industrial del siglo xix y 
la dominación cada día más completa de las fuerzas naturales. La verda- 
dera fuerza de esta espléndida epopeya, la conquista del globo por el 
hombre, es la fe en la razón humana, la convicción de que el mundo no 
está regido por los dioses ciegos o por el azar, sino por leyes racionales: 


“Lei Déos yemnetpei” 


esta divisa platónica, significa que el dios que gobierna el uni- 
verso tiene una razón semejante a la razón de los geómetras, es decir, 
que éstos pueden llegar a penetrar las leyes divinas e inmutables del 
mundo: desde el día que el hombre comprendió que podía proponerse tal 
fin, no se ha dejado apartar jamás de él; aun en los períodos más som- 


> Ver, a propósito de la Astronomía, el excelente trabajo de Jules Sageret: Le Systéme du Mon- 
de, des Chaldéens 4 Newton (París, F. Alean). 


bríos de la historia, cuando las preocupaciones de la vida material absor- 
bían casi todas las energías, se han encontrado servidores de la razón 
para conservar y trasmitir la llama del pensamiento antiguo. 


2. Ha habido siempre, sin embargo, y los hay todavía, metafisi- 
cos, que hábiles en disimular con un lenguaje oscuro y pretensioso, o 
bien elegante y lleno de imágenes, el vacío o la incoherencia de su pen- 
samiento, han inducido al hombre a menospreciar la inteligencia y la ra- 
zón. En el último capítulo de este libro, trataremos de precisar los casos 
en que la razón humana se encuentra frente a problemas muy complica- 
dos para ella y veremos entonces cuál puede ser el papel de la intuición 
al lado de la inteligencia”; pero no hace falta mucha reflexión para reco- 
nocer que sin su inteligencia, los que se proclaman anti-intelectualistas y 
exaltan la energía y la voluntad, estarían frente a los “intelectuales” que 
ellos menosprecian, en la misma situación que un salvaje, valeroso, ata- 
cando a un tímido europeo encerrado en una casamata blindada y provis- 
to de un excelente fusil*. Lo que no se debe olvidar, es que la inteligen- 
cia debe contentarse con comprender al mundo, pero no puede crearlo: 
“Mundum regunt numeri” es un adagio del que no hay que abusar tra- 
tando de construir el universo a priori, sin recurrir a la observación; hay 
que interpretarlo: los números ayudan a comprender el mundo. 


3. No son solamente la ciencia y sus aplicaciones industriales las 
que nos imponen la noción de ley natural como condición necesaria a 
nuestra existencia; el imperativo es aún más categórico, si es posible, 
cuando uno se coloca simplemente en el terreno de la vida práctica, coti- 
diana. Desde este punto de vista, la historia del período pre-científico de 
la humanidad será aún más instructiva que la historia de los dos o tres úl- 


; Respecto a la necesidad de la intuición en los descubrimientos científicos, me permito reco - 
mendar mis artículos “La Lógica y la intuición en matemáticas” (Revue de Métaphisique et de 
Morale, 1907); “La mecánica racional y los físicos” (Revue du Mois, octubre 1910, t. X, p. 
421). 

a Ya sé que algunos filósofos pensarán que yo simplifico demasiado la cuestión; no estoy muy 
seguro de que no se les pueda reprochar de haberla complicado ellos. Para tener derecho a ser 


anti-intelectual, hay que renunciar primero a ser inteligente; si no, nos encontramos en un círcu- 
lo vicioso. 


timos milenios. Que se trate del cultivo del suelo al que se confía semi- 
llas preciosas con miras a una cosecha lejana, o de los problemas innu- 
merables que han debido resolverse para el aumento de animales, la 
caza, la pesca, la navegación, la conservación o cocción de alimentos, el 
hombre no ha podido vivir y progresar sino gracias al conocimiento de 
leyes naturales, cada vez más numerosas, y a una confianza ciega en el 
valor de esas leyes. Cualquiera sea la opinión metafísica que se profese 
sobre la contingencia de las leyes de la naturaleza, sobre lo que eran mu- 
cho antes que hubiese hombres y sobre lo que serán largo tiempo des- 
pués que la humanidad haya desaparecido (suponiendo que estas cuestio- 
nes tengan un sentido), parece indiscutible que desde el punto de vista 
práctico, pragmatista, como se dice a veces, la creencia en estas leyes es, 
para nosotros, una necesidad: no podríamos dormirnos si no estuviéra- 
mos seguros que el sol saldrá mañana. De la misma manera, se concibe 
difícilmente la existencia de un hombre que, dejando caer una piedra so- 
bre su pie, no espera verla caer y quedar luego con el pie aplastado. 

La necesidad “humana” de las leyes naturales es el punto de par- 
tida de toda especulación científica; este principio es de tal manera evi- 
dente que se juzga inútil repetirlo en cada obra científica; yo hubiera po- 
dido también sobreentenderlo; si no lo hago así, es porque el Azar, obje- 
to de este libro, se opone precisamente a la noción de ley; no era enton- 
ces inútil, tal vez, recordar brevemente el lugar eminente que no se po- 
dría cuestionarle a esta noción. 


4, A pesar de los progresos de la ciencia, hay multitud de he- 
chos que el hombre es incapaz de prever: el ejemplo más corriente es el 
de la lluvia y el buen tiempo; no insistiremos sobre ello, ya que la com- 
plejidad de los fenómenos meteorológicos no nos permitiría tratarlos con 
precisión, sino a costa de muy largos razonamientos. La sexualidad en 
los nacimientos humanos es un caso típico de un problema hasta ahora 
insoluble, a pesar de la simplicidad, al menos aparente, de su enunciado; 
tal niño a nacer, ¿será un varón o una mujer? No sabemos aún con certe- 
za si el sexo está determinado desde el instante de la concepción; la in- 
vestigación de las “causas” del sexo es un problema de una complejidad 
enorme, aunque sólo haya dos alternativas en cuanto a la solución. Otros 


fenómenos fortuitos, como los que se presentan en los juegos de azar 
(dados, cartas, etc.) son de naturaleza un poco menos compleja: ¿quién 
va a analizar, sin embargo, en detalle, los movimientos de la mano que 
tira los dados o que baraja las cartas? 

La característica de los fenómenos que llamamos fortuitos, o de- 
bidos al azar, es depender de causas demasiado complejas para que po- 
damos conocerlas todas y estudiarlas. Tendremos ocasión, en el curso de 
esta obra, de volver repetidas veces sobre esta definición del azar; reten- 
gámosla simplemente como una primera aproximación, sugerida por el 
examen de las condiciones en que se producen los fenómenos más usua- 
les. 

Un estudio, aun muy superficial, de los fenómenos fortuitos más 
frecuentes, demuestra que estos fenómenos obedecen a lo que se llama 
leyes estadísticas. Supongamos, por ejemplo, mil niños a nacer de aquí a 
un mes; para cada uno de ellos, tomado individualmente, no tenemos en 
la actualidad ningún medio de prever su sexo; pero estamos seguros de 
no equivocarnos, afirmando que sobre los mil niños, habrá varones y ha- 
brá también mujeres. Asimismo, si damos un dado a cada soldado de un 
ejército y cada uno de ellos echa ese dado, podemos afirmar que algunos 
sacarán él número 6. Sobre un millón de jóvenes de 20 años, reconoci- 
dos en excelente estado de salud por los mejores médicos, podemos estar 
seguros de que varios morirán antes de 10 años; y, sin embargo, cada 
uno de ellos, tomado individualmente, puede muy legítimamente esperar 
vivir hasta los treinta años. 

Queda clara la diferencia que separa a la ley estadística de las le- 
yes naturales: la ley estadística no permite prever un fenómeno determi- 
nado, sino que enuncia solamente un resultado global relativo a un nú- 
mero bastante importante de fenómenos análogos; además, su certeza no 
parece ser de la misma naturaleza y no goza del asentimiento de todos. 
Si ante una asamblea numerosa, tomo una piedra en la mano y anuncio 
que voy a soltarla y que no caerá, todos mis oyentes se mostrarán escép- 
ticos y, si la experiencia anunciada resulta, todos estarán convencidos de 
que la piedra ha sido mantenida en el aire por un hilo invisible o por 
cualquier otro medio. Si ante la misma reunión anuncio que tiraré dos 
dados veinte veces seguidas y que cada vez obtendré el doble seis, con 


seguridad encontraré el mismo escepticismo. Y, si la experiencia no fa- 
lla, todos creerán en una superchería. Los dos casos no son, sin embargo, 
idénticos; para la piedra que permanece suspendida en el aire después de 
soltada, la certidumbre de la superchería subsistiría aún después de haber 
hecho comprobar por cada espectador que no se han empleado los “tru- 
cos” en que habían pensado, y esta certidumbre será tan profunda que 
cualquiera estará dispuesto a apostar lo que se quiera, hasta la vida, afir- 
mando que la experiencia realizada no es la que yo había descrito. Al 
contrario, para los 20 tiros de dados, si éstos son examinados con cuida- 
do, si se tiene confianza en mi honestidad, y si yo afirmo que los he tira- 
do lealmente, algunos se preguntarán, tal vez, si la coincidencia de los 20 
tiros idénticos no es simplemente debida a una casualidad, sin duda muy 
inverosímil, pero no obstante posible. 

La cuestión de saber si esta impresión es justificada, está entre 
aquellas que trataremos de aclarar más adelante, pero el hecho de su 
existencia no puede ser completamente negado; esto prueba que la ley 
estadística no se impone al espíritu humano con el mismo carácter de ne- 
cesidad que las leyes naturales. 


5. Cuando se estudian cuidadosamente los fenómenos que obe- 
decen a leyes estadísticas, se comprueba que es posible establecer entre 
estos fenómenos relaciones numéricas bastante regulares, y esta regulari- 
dad aparece tanto más acentuada cuanto más considerable es el número 
de fenómenos observados. Por ejemplo, si durante varios años se estudia 
la sexualidad en los nacimientos de una pequeña aglomeración humana, 
se comprueba que nacen aproximadamente tantos niños como niñas. 
Esta primera observación nos conduce a pensar que el nacimiento de un 
niño y el nacimiento de una niña, son igualmente probables; se puede 
decir también que cada uno de estos acontecimientos, es decir, uno por 
uno, tiene una alternativa sobre dos, o que su probabilidad es%. Una ob- 
servación más prolongada o hecha sobre una población más numerosa 
demuestra, por otra parte, que nacen por término medio algo más niños 
que niñas; más o menos, sobre cien nacimientos, habrá 51 niños y 49 ni- 
ñas; podemos decir que la probabilidad de nacer un niño es de 0,51 y la 
probabilidad de nacer una niña, de 0,49, 


La probabilidad que acabamos de definir, es lo que llamamos 
probabilidad estadística, porque su valor no es conocido de antemano, 
según la naturaleza del fenómeno, sino como resultado del conocimiento 
detallado y preciso de un gran número de fenómenos. Algunos autores 
insisten mucho sobre la diferencia entre estas probabilidades estadísticas, 
que son simples relaciones entre números observados, y las posibilidades 
que conviene definir de una manera más precisa para someterlas al cál- 
culo. Como ejemplo de estas últimas, lancemos al aire un dado bien fa- 
bricado; cada una de sus caras es igualmente probable; como son 6, la 
posibilidad de obtener una de ellas es uno sobre seis, 1/6. Veremos ahora 
que la diferencia entre los dos casos es más aparente que real; en reali- 
dad, toda probabilidad concreta es, en definitiva, una probabilidad esta- 
dística definida solamente con cierta aproximación. Desde luego, es per- 
mitido a los matemáticos, para comodidad de sus razonamientos y cálcu- 
los, introducir probabilidades rigurosamente iguales a números simples, 
bien definidos; es la condición misma de la aplicación de las matemáti- 
cas a toda cuestión concreta: se reemplazan los datos reales, conocidos 
siempre de manera inexacta, por valores aproximados, con los cuales se 
calcula como si fueran exactos; el resultado es aproximado, lo mismo 
que los datos?. 

En realidad, para saber si un dado está bien fabricado, no hay 
otro medio que lanzarlo al aire un gran número de veces y comprobar 
que cada una de las 6 caras sale aproximadamente con la misma frecuen- 
cia que las otras”. 

En definitiva, si entre un gran número de acontecimientos análo- 
gos, distinguimos algunos, con la designación de casos favorables, dire- 
mos que la probabilidad es la relación entre el número de casos favora- 
bles y el número total de acontecimientos. Si el caso favorable es el naci- 
miento de un niño y si han nacido 51.200 niños sobre 100.000 nacimien- 
tos, la probabilidad de nacimiento de un niño es de 0,512. 


E Ver N*81. 


Se podría, también, fabricar por medios mecánicos muy precisos un dado idéntico a otro, pre- 
viamente reconocido como bien fabricado; la dificultad sólo se habría postergado y complicado. 


6. La definición que acabamos de dar es clásica, pero su crítica 
no es menos clásica: a menudo se ha afirmado que encierra un círculo vi- 
cioso. En efecto, ella exige el conocimiento previo de todos los aconteci- 
mientos posibles, y no sirve para nada en lo que concierne a los hechos 
futuros. 

Este círculo vicioso es en el fondo el mismo que muchas veces 
se ha reprochado al silogismo; la premisa mayor sólo puede ser afirmada 
cuando han sido examinados todos los casos; la conclusión ya era, pues, 
conocida. Si afirmo que todos los hombres son mortales y si concluyo 
que Pablo, siendo un hombre, es mortal, mi afirmación inicial sólo era 
legítima si yo sabía ya que Pablo es mortal. No es éste el lugar de discu- 
tir nuevamente el fundamento de la inducción y la noción de ley natural; 
hemos recordado antes que el hombre no puede vivir si no cree en un 
gran número de premisas mayores de silogismos no experimentados en 
todos los casos. 

Asimismo, no sabemos cuántos niños habrá en los 100.000 pri- 
meros nacimientos franceses del año próximo; pero si hemos comproba- 
do por muchas observaciones sucesivas, que sobre 100.000 nacimientos 
franceses, hay alrededor de 51.000 niños, estamos inclinados a creer que 
sucederá lo mismo el año próximo. El estudio de la teoría de las probabi- 
lidades permite precisar el valor de esta inducción; pero este mismo estu- 
dio se basa en un cierto número de inducciones análogas, del mismo 
modo que las verdades científicas tienen por origen una serie de observa- 
ciones vulgares e inducciones comunes. 


7. Se ha criticado también la definición de la probabilidad por 
medio de la distinción de la probabilidad objetiva y la probabilidad sub- 
jetiva”. Sin discutir por ahora la legitimidad de esta distinción, recorde- 
mos simplemente esta observación, hecha a menudo: el azar no es más 
que el nombre dado a nuestra ignorancia; para un ser omnisciente, la 
probabilidad no existiría. Se puede observar, asimismo, que para un ser 
omnisciente, toda la ciencia y toda la actividad humanas serán vanas y 
sin objeto; no es para estos seres que los hombres han creado la ciencia y 
la teoría de las probabilidades; es para ellos mismos, que están lejos de la 


8 Ver más adelante, N* 87. 


omnisciencia. Cualesquiera sean los progresos de los conocimientos hu- 
manos, habrá siempre lugar para la ignorancia y, por consiguiente, para 
el azar y la probabilidad. 

Hay que ponerse, sin embargo, en guardia contra una confusión 
que ha sido a menudo fuente de paradojas. Si el azar no es otra cosa que 
el nombre atribuido a la ignorancia, la teoría de las probabilidades tendrá 
por objeto crear ciencia con la ignorancia, es decir, hacer algo con nada. 
Existe ahí una confusión sobre el sentido de la palabra ignorancia. To- 
memos un juego de naipes que ha sido muy barajado por numerosas per- 
sonas; yo elijo de él una carta sin mirarla; ignoro, evidentemente, de ma- 
nera completa, de qué carta se trata. Pero sé, sin embargo, varias cosas 
relativas a la pequeña experiencia consistente en extraer esta carta del 
juego. Conozco, ante todo, la composición del mazo, ya porque la haya 
constatado antes de barajar las cartas, ya porque se trate de un mazo nue- 
vo, garantizado por la marca de una casa responsable; si yo tratara con 
un prestidigitador, podría creer que el mazo que emplea no está com- 
puesto más que de reyes de oros; sé, o creo saber, que no es éste el caso. 
Sé también que las personas que han barajado las cartas han procedido 
lealmente y a conciencia; también las he podido barajar yo mismo, y sé 
que he variado lo más posible de manera de mezclarlas, de suerte que no 
temo haber dejado subsistir el orden particular que existía en el mazo an- 
tes de barajarlo. Sé también que al elegir una carta sin darla vuelta, no 
me ha guiado ningún signo que me permita reconocerla. 

Es sobre lo que yo sé, y no sobre mi ignorancia, que basaré la 
afirmación de que la probabilidad para que la carta elegida sea el siete de 
pique es precisamente 1/32, si el mazo es de 32 cartas. Si un espectador 
indiscreto me advierte que la carta elegida no es una figura, como mi 1g- 
norancia disminuye, y la duda sólo se extenderá sobre las cartas que no 
son figuras, la probabilidad de que la carta elegida sea el siete de pique 
es 1/20. Si me dicen que la carta es un siete, la probabilidad será 1/4; y 
si, en fin, vuelvo la carta boca arriba, no habrá más probabilidades, sino 
certidumbre positiva o negativa. La ignorancia es pues, sin duda, un ele- 
mento necesario para la existencia de la probabilidad, pero no es la igno- 
rancia sola lo que crea la probabilidad. 


Podemos observar, en este caso, que pueden presentarse varias 
gradaciones en la ignorancia: la superposición de varias ignorancias su- 
cesivas complica el análisis de los problemas, sin introducir nada real- 
mente nuevo en los principios; no hay por qué insistir en ello aquí; de- 
mos sin embargo, un ejemplo, a título ilustrativo, dejando al lector el 
cuidado de estudiarlo si esto le interesa: se han mezclado delante de Pa- 
blo, 10 mazos de cartas, de los que 4 son de 52 cartas y 6 son de 32; se le 
hace elegir a Pablo una carta de uno de los 10 mazos sin que pueda saber 
si se trata de un mazo de 32 o de 52 cartas; ¿cuál es la probabilidad de 
que la carta elegida sea un rey de bastos?” 


8. Estamos ahora en condiciones de comprender cuáles pueden 
ser el objeto y la finalidad de la teoría de las probabilidades. A menudo 
se dice que su finalidad es la búsqueda y el estudio de /as leyes del azar, 
pero, el azar, ¿puede tener leyes? Es la objeción que ya hemos señalado 
y que este lenguaje sugiere ineludiblemente. Es preferible decir que /a 
teoría de las probabilidades tiene por objeto evaluar las probabilidades 
de acontecimientos complejos por medio de probabilidades, que supone- 
mos conocidas, de otros acontecimientos más simples. Su finalidad, es 
llegar a prever, con una certeza casi absoluta —humanamente absoluta, 
podemos decir— ciertos acontecimientos cuya probabilidad es tal que se 
confunde con la certeza. En qué medida puede alcanzarse esta finalidad, 
es lo que se verá en el curso de esta obra. 

Si la supusiéramos completamente realizada, veríamos que la 
teoría de las probabilidades completaría singularmente el conocimiento 
que el hombre puede tener del universo, puesto que donde no conocemos 
las leyes naturales y donde reina para nosotros el azar, el conocimiento 
de las leyes del azar nos permitiría reemplazar las leyes naturales desco- 
nocidas, por otras leyes tan rigurosas y bien conocidas. Apresurémonos a 
decir que este ideal no sólo no se ha logrado sino que no se logrará mien- 
tras la ciencia humana no llegue a su fin, es decir, jamás; pero ya es bas- 
tante que la teoría de las probabilidades permita extender notablemente 
nuestro conocimiento del universo y nuestra capacidad de previsión de 


de Se observará que la probabilidad no es la misma que si se eligiera al azar una carta del mazo 
obtenido mezclando juntos los 10 juegos; la probabilidad es mayor en el caso del texto. 


los fenómenos naturales. Vamos a tratar de hacer comprender, con un 
ejemplo lo más simple posible, cómo se puede, combinando las probabi- 
lidades simples, que dejan mucho lugar para la ignorancia y el azar, lle- 
gar en algunos casos a enunciados en los que la parte de ignorancia y de 
azar ha desaparecido casi totalmente. 


CAPÍTULO II 


LAS LEYES DE JUEGO A CARA O CRUZ 


9. Definición del juego. - 10. Estudio de 2, 3, 4 tira- 
das. - 11. Caso general: triángulo aritmético. - 12. Aplicación. 
- 13. Caso de los grandes números. - 14-15. Unidad decimal 
de desviación: su empleo. - 16. Ley de los grandes números de 
Bernoulli. - 17. Objeciones y paradojas. - 18. La confusión en- 
tre la probabilidad muy pequeña y la probabilidad nula. - 19. 
La objeción de Le Dantec. - 20 La marcha de una larga partida 
a cara o cruz. - 21. La ganancia no puede ser proporcional al 
tiempo. - 22. El alcance práctico de la ley de los grandes nú- 
meros. 


9. Se tira al aire una moneda y se hacen apuestas sobre el lado 
que quedará visible al caer: uno de los lados se llama cara, el otro, cruz. 
He aquí el problema de probabilidades más simples, si se agrega la hipó- 
tesis de que las posibilidades son iguales para el lado cara y el lado cruz. 
A propósito de esta igualdad de posibilidades, dejaremos aquí de lado 
toda discusión filosófica, tomándola simplemente como un hecho experi- 
mental o, si se quiere, por la definición misma del hecho que la moneda 
empleada es buena para este juego: admitimos, entonces, que utilizamos 
una moneda buena. Si algún lector piensa que el relieve irregular de tal 
pieza no permitirá jamás que sea rigurosamente buena, puede figurarse 
que se emplea una ficha de simetría rigurosamente obtenida por una cui- 
dadosa fabricación. Esta simetría perfecta? no puede ser además sino un 
caso extremo, una noción abstracta, como la noción de línea recta. Pero 
esta hipótesis, en la práctica, puede realizarse de manera suficiente para 


En rigor, la simetría absoluta implicaría la no diferencia entre ambas caras, y por consiguiente 
la imposibilidad del juego: en tal caso, si los dos lados difieren en algo, ese algo sólo sería el 
color, y no se puede jamás estar rigurosamente seguro de que esta diferencia no tenga ninguna 
influencia. 


que las condiciones a que conduzca estén de acuerdo con la experiencia, 
con el mismo grado de aproximación de los errores experimentales; es 
todo lo que se puede exigir a una ciencia cualquiera. 


10, Estudiemos primero el caso en que se juega un pequeño nú- 
mero de tiradas y busquemos cuáles son las circunstancias que se podrán 
producir. La primera tirada puede dar como resultado cara o cruz; estas 
dos hipótesis son igualmente probables; se puede decir que la probabili- 
dad de cada una es de uno sobre dos, que expresaremos 1 /2 6 0,5. 

S1 representamos convencionalmente la cara por la letra P y la 
cruz por la letra F, podemos describir este resultado por el siguiente cua- 


dro?: 


P1/2 
F1/2 


Cualquiera que sea el resultado de la primera tirada, la segunda 
puede dar como resultado cara o cruz, y cada una de estas hipótesis es 
igualmente probable, porque el resultado del primer partido no influye 
sobre el del segundo: según la feliz expresión de Joseph Bertrand, la mo- 
neda no tiene conciencia ni memoria. Insisto un poco sobre este punto, a 
pesar de su evidencia, porque si no se le comprende de una manera per- 
fecta, sin restricción ni reticencia, es inútil proseguir el estudio de la teo- 
ría de las probabilidades. 

El hábito de los juegos de azar es lo que, sobre todo, hace a al- 
gunos espíritus refractarios a esta noción de independencia entre hechos 
sucesivos; como han observado que, en una larga serie de jugadas, los ti- 
ros de cara o cruz salen aproximadamente en igual número"”, llegan a la 
conclusión de que a una larga serie de tiros en que ha salido “cara” debe 
seguir un tiro “cruz”; es una deuda que el juego ha contraído con ellos. 
Basta una pequeña reflexión para convencerse de hasta qué punto este 


9 : E ¿ 
N. del T.: En este cuadro y en los sucesivos se respetan las iniciales en francés de las dos ca- 
ras de una moneda (Pile y Face). 
10 dia . Ea A k 
La observación de los jugadores se inclina al rojo o negro en la ruleta, o sobre la ganancia o 


pérdida del banquero del bacará, etc.; dejamos de lado estos juegos porque son más complejos 
que el de cara o cruz. 


antropomorfismo es pueril: las razones por las cuales las posibilidades 
de cara o cruz son iguales, subsisten en cada partido y no se puede con- 
cebir ningún mecanismo por el cual los resultados de los partidos ante- 
riores puedan modificar la igualdad de las posibilidades. Esta creencia 
antropomórfica en la memoria y en la conciencia de la moneda no tiene, 
pues, ningún fundamento positivo; para los espíritus supersticiosos, esto 
será insuficiente para condenarla si no descubren otra manera de rendir 
cuenta de las observaciones que dan números sensiblemente iguales para 
cara o cruz, en un gran número de tiros; pero vamos precisamente a ver 
que se llegan a explicar de la manera más satisfactoria estos resultados 
de la experiencia, admitiendo la independencia de las tiradas sucesivas: 
desaparece entonces todo pretexto para negar esta independencia. 
Volvamos entonces a nuestra segunda tirada; combinando sus 
resultados con los del primero, obtendremos el cuadro siguiente: 


P 
P 

F 

P 
F 

F 


en el cual la primera columna corresponde a la primera tirada y 
la segunda columna a la segunda tirada; vemos que el conjunto de ambas 
tiradas conduce a cuatro combinaciones posibles, todas igualmente pro- 
bables; se dirá que la probabilidad de cada una de ellas es de un cuarto, 
es decir 1:46 0,25. Se puede entonces escribir como sigue: 


P 1 
P :4 
P 1 
a A a 
F Lt 
P 4 
F 1 


Hemos reunido con un trazo las dos combinaciones PF y FP; en 
efecto, ambas tienen de común que encierran cada una, una vez cara y 
una vez cruz; ellas son idénticas si no se tiene en cuenta el orden, si se 
enuncia el resultado bruto de las dos tiradas, se puede decir que son posi- 
bles solamente tres hipótesis: o las dos tiradas dan cara, o una sólo da 
cara, o ninguna da cara; en otros términos, el jugador que haya apostado 
a cara puede ganar: 2 veces, ó 1 vez Ó 0 vez. Las probabilidades respecti- 
vas de estas hipótesis no son iguales, como habría permitido creer una 
ausencia total de reflexión; el caso en que el jugador gana 1 vez en 2 par- 
tidos puede producirse por las dos combinaciones diferentes PF y FP; su 
probabilidad es, pues, un medio, mientras que la probabilidad de cada 
uno de los otros casos es solamente “un cuarto”. 

Supongamos ahora que se juega una tercera tirada; un razona- 
miento análogo nos conducirá al cuadro siguiente: 


P P 
F 
P 
F P 
F 
P P 
F 
F 
F P 
F 


en el cual la primera columna corresponde al primer tiro, la se- 
gunda columna al segundo tiro y la tercera columna al tercer tiro; se ve 
que hay en total 8 combinaciones, cada una de las cuales es tan probable 
como las otras. Modificando el orden del cuadro precedente, traspondre- 
mos la cuarta y la quinta línea, para aproximar las combinaciones que 
conducen al mismo resultado global; hagamos abstracción del orden de 
los tiros y obtendremos así el cuadro siguiente: 


P 1 
PP 8 
P 1 3 
PF 28 8 
P 1 


FP 


PP 


FF 


PF 


FP 


FF 


Se ve que el jugador que juega a cara, por ejemplo, tiene una po- 
sibilidad sobre 8 de ganar 3 tiradas; 3 posibilidades sobre 8 de ganar 2; 3 
posibilidades sobre 8 de ganar 1 y una posibilidad sobre 8 de ganar 0. 

Podríamos formar, de la misma manera, los cuadros relativos al 
caso de cuatro partidos; daremos solamente el segundo de los cuadros, 
en el que, para comodidad de la lectura, reemplazaremos la letra F por 


un punto. 


PP 


PP 


PP 


PP 


PP 


:16 


:16 


:16 


:16 


:16 


:16 


:16 


:16 


:16 


:16= 


:4 


:16= 


:8 


P :16 


P :16 


:16 
:16 


:16 


P :16 


Vemos que el jugador que juega a cara, tiene una posibilidad so- 
bre 16 de ganar los 4 partidos; 4 posibilidades sobre 16 (ó 1 sobre 4) de 
ganar 3; 6 posibilidades sobre 16 (6 3 sobre 8) de ganar 2; 4 posibilida- 
des sobre 16 (ó 1 sobre 4) de ganar 1; 1 posibilidad sobre 16 de no ganar 
ninguna. 

Sin que sea necesario ir más lejos con este estudio, vemos por 
qué mecanismo simple se llega partiendo de probabilidades supuesta- 
mente iguales para cada tirada, a encontrar probabilidades desiguales 
para los diversos resultados globales posibles de una serie de tiradas. Por 
ejemplo, en el caso de 4 tiradas, las combinaciones en las cuales el resul- 
tado global es 2 veces cara y 2 veces cruz, son 6; cada una de ellas, to- 
mada individualmente, no es más probable que la combinación que da 
cara 4 veces seguidas; pero cuando se considera su conjunto, se ve que 
hay 6 veces más posibilidades para obtener una de ellas, no designada 
previamente, que para obtener la combinación única PPPP. Si 2 jugado- 
res hacen frecuentemente series de 4 tiradas a cara o cruz y observan con 
cuidado los resultados del juego, comprobarán sin gran trabajo, que los 
casos más frecuentes, desde el punto de vista del resultado global, son 
aquellos en que cada uno gana 2 tiradas; estos casos se deben producir, 
en promedio, 6 veces sobre 16; los casos en que cada uno gana 3 tiradas 
se producirán 4 veces sobre 16 para cada uno de ellos (y por consiguien- 


te 8 veces sobre 16 si no se especifica cuál de los 2 gana las 3 tiradas; 
son entonces más numerosos que los casos en los que se produce la 
igualdad); y por fin, será solamente 1 vez sobre 16 que uno de ellos ga- 
nará las 4 tiradas (y por consiguiente 2 veces sobre 16 que las 4 tiradas 
serán ganadas por el mismo jugador, no designado previamente). Pero 
sería un grave error concluir, por estas comprobaciones, que la combina- 
ción PPPF, por ejemplo, es más probable que la combinación PPPP, es 
decir que, habiendo dado cara los 3 primeros partidos, el cuarto tiene una 
tendencia marcada a dar cruz. Si las combinaciones que dan cruz 3 veces 
son más probables que la combinación que dé cruz cuatro veces, no es 
porque cada una de ellas sea más probable, sino únicamente porque ellas 
son más numerosas: son, 4 porque el partido único que dé cruz puede ser 
el primero, o el segundo, o el tercero, o el cuarto; es solamente este últi- 
mo caso el que puede producirse cuando los 3 primeros partidos han 
dado cara. 


11. Si consideramos un gran número de tiradas sucesivas a cara 
o cruz, es posible dar una regla que nos haga conocer las probabilidades 
de obtener m veces cara sobre n tiradas. Es claro que el número total de 
combinaciones posibles es 2”, y que cada una de esas combinaciones es 
igualmente probable porque a cada una de las combinaciones para las n? 
primeras tiradas les corresponden 2 para las n tiradas, puesto que la ené- 
sima tirada puede dar cara o cruz; es así que hemos encontrado 2 combi- 
naciones en el caso de una tirada, 4 en el caso de 2 tiradas, 8 en el caso 
de 3 tiradas, etcétera. 

Entre estas 2” combinaciones, ¿cuántas hay conteniendo m veces 


cara? Designaremos este número por “Tr. y recalcamos que para obte- 
ner m veces cara, hace falta que las n-1 primeras pruebas hayan dado m 
veces cara y que la enésima dé cruz, o bien que las n-1 primeras pruebas 
hayan dado m-1 veces cara y que la enésima dé cara. La primera alterna- 
tiva conduce a tantas combinaciones como las que dan m veces cara so- 


e. 


bre n-1 pruebas, es decir “X -7 combinaciones; asimismo, la 2* alter- 
Y 


nativa conduce a “:-— - combinaciones, y tenemos por tanto: 


E. m--1 m 
“am 7 1- 1 j -—1 


Se deduce de esta fórmula la regla siguiente, que conduce al 
triángulo aritmético de Pascal". 

Se escribe sobre una primera línea el número 1 repetido 2 ve- 
ces; luego se calcula cada número a escribir en las líneas siguientes 
agregando al número escrito inmediatamente por encima de él, el núme- 
ro escrito a la izquierda de aquél, al que se agrega; en la aplicación de 
esta regla se supone mentalmente que las líneas se prolongan a izquier- 
da y a derecha por ceros. Se obtiene así el cuadrado siguiente: 


1 1 

1 2 1 

1 3 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 1 1 3 1 
0 0 

1 6 1 2 1 6 1 
S 0 3 


que aun es posible prolongar y que es de gran utilidad para la 
solución de los problemas simples de probabilidades. Las 4 primeras lí- 
neas encierran los números que ya hemos encontrado en el párrafo 10 en 
los casos de 1, 2, 3, y 4 tiradas; la 5* línea se obtiene por el cálculo si - 
guiente: 


E El Tratado del triángulo aritmético está reproducido (texto latín y traducción francesa) en el 
tomo III de las obras de Blas Pascal, publicadas por León Brunschvieg y Pierre Boutroux (Co- 
lec. Los grandes escritores de Francia). 





0+1= 
1+4=5 
4+6=10 
6+4=10 
4+1=5 
1+0=1 


La suma de los números de esta 5* línea es, según esas mismas 
igualdades, el doble de la suma de los números de la 4”; efectivamente es 
igual a 32 =2 x 16. Hay entonces 32 combinaciones posibles para 5 tira- 
das, entre las cuales 1 que da 5 veces cara, 5 que dan 4 veces cara, 10 
que dan 3 veces cara, 10 que dan 2 veces cara, 5 que dan 1 vez cara, 1 
que da O vez cara. 

Se puede observar que las diversas líneas del cuadro son simétri- 
cas, es decir que los números equidistantes de los extremos son iguales. 
En las líneas de orden par, correspondiente a un número par de tiradas, 
los números van creciendo hasta el medio; el número más elevado co- 
rresponde a una partición igual de los resultados entra cara y cruz; en las 
líneas de orden impar esta partición igual no puede ser realizada y hay en 
medio de la línea dos números iguales, mayores que los otros y que co- 
rresponden a los dos casos en que uno de los 2 lados de la moneda apare- 
ce una vez más que el otro. 


12. Para dar un ejemplo del empleo del triángulo aritmético, re- 
solvamos un problema elemental. 


PROBLEMA. — Un jugador a cara o cruz, tiene más posibilida- 
des de ganar 3 tiradas sobre 4 ó de ganar 5 sobre 8. Conviene precisar 
este enunciado indicando si el jugador debe ganar precisamente 3 tiradas 
y 5 tiradas o si debe ganar por lo menos 3 tiradas y 5 tiradas; en otros 
términos, si el jugador gana 6 tiradas, ¿se debe considerar que ganó 5? 
Evidentemente es ésta uña cuestión convencional; examinaremos sucesi- 
vamente los dos casos. 


Primer caso. — El enunciado se toma en un sentido estricto, es 
decir, que los números de las tiradas ganadas deben ser precisamente 3 y 


5. Se ve inmediatamente sobre el triángulo aritmético que para ganar 3 
tiradas sobre 4, hay 4 casos favorables sobre 16 y que para ganar 5 tira- 
das sobre 8, hay 56 casos favorables sobre 256; en la primera hipótesis, 
la probabilidad de ganar es entonces igual a 4/16; en la 2* hipótesis, ella 
es 56/256, es decir 7/32; es, entonces, menos elevada; se tiene más ven- 
taja al apostar que se ganarán 3 tiradas sobre 4 que apostar que se ga- 
narán 5 tiradas sobre $. 


Segundo caso. —El enunciado se toma en un amplio sentido, es 
decir que los números de partidos ganados deben ser al menos iguales a 
3 y aS. El triángulo aritmético demuestra que para ganar 4 ó 3 partidos 
sobre 4 hay un número de casos favorables a 1 + 4= 5 sobre 16; para ga- 
nar 8, 7,66 5 partidos sobre 8 hay un número de casos favorables igual 
al +8+28 + 56 = 93 sobre 256; en la primera hipótesis, la probabilidad 
de ganar es de 5/16 u 80/256; en la segunda hipótesis, es de 93/256, es 
decir, más elevada; se tiene más ventaja al apostar que se ganarán por 
lo menos 3 partidos sobre 8 que al apostar que se ganarán al menos 3 
sobre 4. 


13, El triángulo aritmético es suficiente para resolver los proble- 
mas que se refieren a un pequeño número de tiradas; pero deja de serlo 
cuando el número de tiradas llega a ser considerable; para 100 tiradas, 
sería ya incómodo prolongar el triángulo aritmético hasta la centésima lí- 
nea; para mil tiradas, sería poco menos que imposible; para un millón de 
tiradas la tarea sobrepasaría las fuerzas humanas. 

El álgebra y el análisis matemático proveen medios para obte- 
ner bastante cómodamente el resultado de cálculos aritméticos cuya eje- 
cución directa sería muy larga y aun prácticamente imposible. Las fór- 
mulas que se obtienen simplificando así los cálculos a los cuales condu- 
ciría la teoría del triángulo aritmético, son de la mayor importancia para 
todas las aplicaciones de la teoría de las probabilidades; su demostración 
exige desarrollos matemáticos para los cuales recurriremos a los tratados 
especiales sobre las probabilidades'?. El único punto sobre el que impor- 
ta insistir aquí, es que esta demostración no recurre a ningún principio 


12 Ver, por ejemplo, Emile Bor el, Eléments de la théorie des probabilités (Hermann). 


nuevo, ni a ningún postulado secreto; es simplemente una forma de cál- 
culo abreviado que conduce exactamente a los mismos resultados que se 
obtendrían si se tuviera el tiempo y la paciencia de prolongar suficiente- 
mente el triángulo aritmético; o, si se prefiere, de reiniciar un número su- 
ficiente de veces los razonamientos elementales del parágrafo N” 10, es- 
cribiendo en cada caso el cuadro completo de las tiradas posibles. 


14. Para hacer lo más clara posible la fórmula de los grandes nú- 
meros, tomaremos un ejemplo preciso. Sea un partido de cara o cruz en 
el que se ha jugado un millón de tiros. Es fácil darse cuenta de que las 
combinaciones en las cuales hay exactamente el mismo número de veces 
cara o cruz (es decir, 500.000 veces) son relativamente poco numerosas 
en relación al número total de combinaciones. Su número difiere, en 
efecto, muy poco del de aquellas que dan 500.001 veces cara y 499,999 
veces cruz. Las fórmulas que indican las probabilidades de cada una de 
esas combinaciones individuales, pueden deducirse de las fórmulas que 
vamos a dar; pero no nos detendremos mucho en ellas, pues se presentan 
raramente; el problema que se plantea más generalmente es el siguiente: 
¿cuál es la probabilidad de que el número de veces que se obtenga cara 
(o cruz) sobrepase en más de 1.000 o en más de 20.000 al número 
500.000 que se habría obtenido en caso de partición igual? En otros tér- 
minos, ¿cuál es la probabilidad de que el número de tiros que dan cara 
esté comprendido entre 480.000 y 520.000? Se dirá en este último caso, 
que la desviación es inferior a 20.000, siendo la desviación, por defini- 
ción, la diferencia entre el número observado y el número que se obtiene 
multiplicando el número total de tiros (1.000.000) por la probabilidad de 
cara (Y). 

Para simplificar la fórmula más aún modificaremos algo el 
enunciado y nos propondremos determinar la probabilidad de que la 
desviación sobrepase un número dado. Esta probabilidad es, evidente- 
mente, igual al cociente del número de combinaciones en las cuales la 
desviación sobrepasa ese número dado, por el número total de las combi- 
naciones posibles; es así cómo se le calcularía en los casos simples, por 
medio del triángulo aritmético. El resultado que vamos a dar es idéntico 


al que se deduciría del triángulo aritmético en el caso de los grandes nú- 
meros, si se pudiera realizar el cálculo completo. 

Definiremos primero lo que se llama unidad decimal de desvia- 
ción; es una desviación tal, cuya probabilidad de sobrepasarla ha de ser 
precisamente igual a un décimo””; en el caso de un gran número de tira- 
das de cara o cruz, esta unidad decimal de desviación puede ser tomada 
como equivalente a la raíz cuadrada del número de tiradas'*; en el caso 
de un millón de tiradas, ella es entonces igual a 1.000. La regla suficien- 
temente aproximada para la mayor parte de las aplicaciones prácticas es 
entonces la siguiente: La probabilidad de que la desviación sea igual a n 


13 : OR ada : 4 A do A 

En mis Elements de la théorie des probabilités he introducido sistemáticamente la unidad de 
desviación, que se podría llamar neperiana, porque tiene con el número e, la misma relación 
que la unidad decimal con el número 10. 


a Omito aquí, para simplificar, algunos detalles que sólo interesan para los cálculos de preci - 
sión, rara vez necesarios en las aplicaciones usuales y que no necesitaremos en este trabajo. 
Para tales cálculos se recurrirá a las tablas de la función designada corrientemente por O (A) y 
expresada por la fórmula siguiente: 

em=2 ] “dl 
yE Ja 


La probabilidad para que la desviación relativa sea sobrepasada es: 


1-3 11 := 


Las aproximaciones a las que llegamos consisten en: 


1* reemplazar por la unidad el factor Y? , que es igual a 1,12; 


o se 


2* reemplazar el integral de ? desde A hasta el infinito por * ; esta segunda aproxima- 
ción es de signo contrario a la precedente; 


A og10 
ME O ÓN log e 


3” reemplazando * ¡ por lo que da entre A y y la relación , a tomar 





= a 
como valor de esta relación Y +, lo que equivale a sustituir e =2,78 por Y 10 - 3,1. 


mn 


. . odie y ¿2 dit 
n el caso de m tiradas a cara o cruz, la unidad de desviación neperiana es ; multiplicándo- 
En el de m tirad: 1 dad de di 0 Itiplicánd 


sn 
lo por Y £-, de acuerdo con la aproximación 3a, obtendríamos Y! exactamente. 


veces la unidad decimal de desviación, es 10”?. Por ejemplo, sobre un 
millón de tiradas de cara o cruz, la probabilidad para obtener más de 
501.000 veces cara (o cruz) es 0,1; la probabilidad de una desviación do- 
ble, es decir de más de 502.000 cara (o cruz) es 10*, es decir un diezmi- 
lésimo; la probabilidad de una desviación triple (o más de 503.000) es de 


=p ds A A e so . .*, r 
10 , es decir un milmillonésimo; la probabilidad de una desviación dé- 


cuple, es decir más de 510.000 veces cara o cruz es pl ns , es decir, un 
número decimal en el que la coma estaría seguida de 99 ceros, después 
de los cuales estaría escrita la cifra 1. Vemos con qué rapidez fantástica 
decrecen las probabilidades desde que la desviación sobrepasa el valor 
que hemos llamado la unidad decimal”. 

En presencia de estos resultados, que sobrecogen la imagina- 
ción, no está de más insistir nuevamente en el hecho que los métodos 
que a ellos nos conducen son solamente métodos de cálculo abreviado, y 
que los mismos resultados se obtendrían por el empleo del triángulo arit- 
mético y por razonamientos elementales, si se tiene buena paciencia y 
mucho tiempo. De la misma manera, el empleo de los logaritmos simpli- 
fica el cálculo de intereses compuestos para largos períodos, aunque los 
mismos resultados se obtendrían por el cálculo elemental de los intereses 
simples, adicionándolos al capital año por año. La analogía entre los 2 
problemas es además muy grande; en el primero, se obtienen números 
considerables por la multiplicación, un gran número de veces por sí mis- 
mo, de un factor muy poco superior a la unidad; en el segundo se obtie- 
nen números extremadamente pequeños por la multiplicación de factores 
muy poco inferiores a la unidad”. 


hi Para dar una idea, una vez por todas, de la aproximación de las fórmulas simplificadas que 
damos, he aquí los resultados exactos a que conduce el empleo de las tablas de la función Oh. 
La desviación cuya probabilidad es 1/10, no es 1,000 sino 822; la desviación cuya probabilidad 
es un diezmilésimo, no es exactamente 2,000, sino 1945; la desviación cuya probabilidad es un 
mil millonésimo, no es exactamente 3,000 sino alrededor de 3020, Para valores mayores de des- 
viación, los valores obtenidos para la probabilidad son tan pequeños que no tiene utilidad prác- 
tica, y además desde el punto de vista de nuestra imaginación, una probabilidad de 10% no se 


distingue de una probabilidad 107%. 
16 . S ñ 
En el caso de los intereses compuestos, estos factores poco diferentes de la unidad, son to- 


dos iguales entre sí; en el caso de las probabilidades, son variables, y esta variabilidad es la que 
introduce como exponente el cuadrado de la relación a la unidad decimal de desviación. En el 


15. Los cálculos analíticos por los que se llega a la regia que he- 
mos dado, suponen un número bastante grande de tiradas, por ejemplo, 
superior a 100; para números pequeños, se llegará a resultados más pre- 
cisos calculando efectivamente el número de combinaciones por el trián- 
gulo aritmético. Daremos más adelante (N” 106) el ejemplo de un tal cál- 
culo para un caso de 20 tiradas. No está de más observar que aun en el 
caso de pequeño número de tiradas, si sólo se desea conocer el orden de 
magnitud del resultado, la regla de la unidad decimal conduce a una 
aproximación suficiente, y tiene la ventaja de ser de fácil aplicación. 

Por ejemplo, en el caso de 20 tiradas, la unidad decimal y 20 es- 
tá comprendida entre 4 y 5; los números dados en el N” 106 demuestran 
que la probabilidad de una desviación igual o superior a 4 es 


2> 56.460 
A 


es decir, más o menos 3/25, mientras que la probabilidad de una 
desviación igual o superior a 5 es 


1.143 


7 


[+1] 


19) 


es decir, alrededor de 1/25; la probabilidad 1/10 está perfecta- 
mente comprendida entre estos dos números. Este ejemplo demuestra 


caso de un millón de tiradas a cara o cruz, la probabilidad de obtener 500,001 veces está con la 
590.300 


probabilidad de obtener 500,000 en la relación 59C.011 ; para pasar a la probabilidad de obte- 
425,350 


ner 500,002 veces cara, hay que multiplicar por que 59C.4'2 ; para pasar a la probabilidad de 
425 38 


obtener 500,003 veces, hay que multiplicar por 390.393 y así siguiendo; se concibe así que, 
después de mil multiplicaciones se obtiene un resultado bastante pequeño, que decrecerá tanto 
420,101 


más rápido cuanto más se alejen de la unidad los factores del tipo321-J00 . 


cuál es el grado de exactitud que se puede esperar de la regla de la uni- 
dad decimal de desviación. 

Esta exactitud es en efecto suficiente, ya que como siempre en 
este libro no buscaremos aplicaciones numéricas precisas, que son indis- 
pensables por ejemplo a una compañía de seguros, sino que nos propo- 
nemos simplemente dar una idea del orden de magnitud de las probabili- 
dades que intervienen en las cuestiones estudiadas. 

En razón de su importancia yo recuerdo la regla de la unidad de- 
cimal para el caso simple del juego de cara o cruz; completaremos más 
adelante esta regla para aplicarla a problemas más generales. 

REGLA. — La unidad decimal de desviación es igual a la raíz 
cuadrada del número de tiradas; la probabilidad para que la desvia- 
ción” sobrepase n veces esta unidad es 10"?. 


16. De esta regla se deduce fácilmente la demostración de la 
proposición bautizada por Jacques Bernoulli con el nombre de “ley de 
los grandes números”. 

Para un millón de tiradas, la unidad decimal de desviación es 
1,000; para cien millones de tiradas, es 10,000. La probabilidad de una 
desviación igual a 7 veces la unidad, por ejemplo, es en ambos casos 


LIS Enel primer caso, esta desviación corresponde a más de 507, ti- 
radas ganadas o perdidas por el jugador que apostó a cara, en el segundo 
caso esta desviación corresponde a 50.070.000 tiradas ganadas o perdi- 
das; se ve que cuando el número de las tiradas aumenta, la desviación 
absoluta que se puede temer o esperar aumenta también, pero lo que se 
puede llamar desviación relativa, es decir, la relación entre la desviación 
absoluta y el número de tiradas'*, va en disminución. Sobre un millón de 
tiradas la probabilidad para que la relación entre el número de tiradas ga- 
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Hablando rigurosamente, habría que decir el valor absoluto de la desviación. Pero la distin- 
ción es de poca importancia para nuestras aplicaciones. 
¿ 2 A z A a Eo E 
Designemos por a” el número de tiradas; la unidad decimal de desviación es entonces a; la 
E a -n2 3 Á pr E 
probabilidad de una desviación na es entonces e””; pero cualquiera sea el número fijo n, si a es 


E E 2 E y da 
bastante alto, na es muy pequeño en relación con a”; luego, la probabilidad de una desviación 
relativa tan pequeña como se quiera tiende a cero cuando el número de pruebas aumenta indefi- 
nidamente. 


nadas o perdidas y el número total de tiradas sea superior al cociente de 
507.000 por un millón, es decir, a 0,507 es igual a 10%, es decir, extre- 
madamente pequeña y prácticamente despreciable; es una eventualidad 
que no se producirá en promedio sino una vez durante trillones de siglos, 
suponiendo que cada habitante de la tierra, haga miles de millones de ex- 
periencias por segundo'”. Encontraremos la misma probabilidad para 
que, sobre cien millones de tiradas, la relación entre el número de tiradas 
ganadas o perdidas y el número total sea superior al cociente de 
50.070.000 por cien millones, es decir, a 0,5007. Si el número de tiradas 
fuera 10 mil millones, la unidad decimal de desviación sería 100.000 y la 
relación cuya probabilidad sería siempre la misma, 0,5007. Se ve que se 
puede apostar con tanta mayor seguridad, cuanto que esta relación difie- 
re poco de 0,5, que el número de tiradas sea mayor. Es la ley de los gran- 
des números. No expresa más que una propiedad de las combinaciones; 
cuando el número de letras P y F llega a ser muy grande, el número de 
combinaciones en que estas letras figuran aproximadamente con la mis- 
ma frecuencia crece prodigiosamente más rápido que el número de com- 
binaciones en las que ellas figuran de manera desigual. Veremos en el 
Capítulo IV, consagrado a las probabilidades de las causas, cómo la ley 
de Bernoulli, obtenida a partir de la noción de probabilidad elemental, 
puede servir a su vez para aclarar y precisar esta noción. 


19 A ñ e E , a 
Debemos hacer comparaciones de este género para facilitar la imaginación de la extrema pe- 


= , -49.. . r A A 
queñez de números del orden de 10 *”; indiquemos brevemente los cálculos que justifican tales 
comparaciones: el número de habitantes de la tierra es inferior a los 10 mil millones, es decir a 
10 ; ] : z 5 a 
10”; hay en un día, menos de cien mil segundos, es decir menor de 10”; en un siglo hay menos 


de 10? horas. Entonces, si en un trillón de siglos, o sea 10% siglos, cada habitante del globo hi- 


ciera 10 mil millones de experiencias por segundo, es decir, 101% el número de esas experien- 
cias sería inferior a 
1019 + 107 + 10 1018 101% = 10% 

En el caso que la probabilidad para que una experiencia particular conduzca a un resultado 
determinado es 10-49, la probabilidad para que este resultado sea obtenido una vez por el con- 
junto de estas innumerables experiencias será más o menos 1/10 (rigurosamente, es la esperan - 
za matemática que se obtiene así, porque hay que tener en cuenta los casos en que la experien - 
cia resulta más de una vez; el error es aquí bastante débil para ser despreciado). 


17. Ya he indicado”” por qué razones no me parecía inútil hacer 
aceptar, por el mayor número posible de espíritus cultivados, ciertas con- 
clusiones de la teoría de las probabilidades, sobre las cuales todos los 
matemáticos están de acuerdo. Pero esto no siempre es fácil y debo reco- 
nocer que el señor Le Dantec en particular, parece hacerse un honor pen- 
sando de manera diferente a los matemáticos; vuelve, en un libro que 
acaba de publicar, y que es muy sugestivo, como todo lo que él publica?', 
sobre una discusión que mantuvimos hace algunos años, y he tenido el 
desagrado de comprobar que mis argumentos no han modificado sus 
concepciones. Quisiera presentarlos con mayor claridad: si mis argumen- 
tos no convencen al señor Le Dantec tal vez le interesen a algún otro lec- 
tor. Debo comenzar por confesar, que hay un punto en el cual el señor 
Le Dantec es inatacable: es cuando declara preferir tal lenguaje a tal 
otro. Esto es perfectamente legítimo, desde el momento que previene a 
sus lectores que llamará pessurku a la probabilidad y assurbé en lugar de 
esperanza matemática; el día que todo el mundo haya adoptado estas 
convenciones, esto será muy claro. 

Yo comprendo menos, cuando Le Dantec declara que las pala- 
bras: probabilidad de un tiro aislado no tienen ningún sentido. Si estas 
palabras chocan a Le Dantec, puedo perfectamente reemplazarlas por 
una expresión más corta y decir por ejemplo, la fracción: número infe- 
rior a la unidad, que los matemáticos saben calcular de manera precisa 
cuando se les ha hecho conocer las reglas de un juego. Y si se da a elegir 
para una tirada aislada, entre 2 juegos para los cuales las fracciones son 
diferentes, todo hombre de buen sentido y conocedor elegirá el juego 
para el cual la fracción sea la mayor”. Él podrá sin embargo, después de 


5% El final de este capítulo, es la reproducción de un artículo aparecido en la Revue du Mois del 
10 de julio de 1911 (t. XIL p. 7), con el título: Las probabilidades y el señor Le Dantec. 


e Le Chaos et |1'Harmonie universelle (París, F. Alean, 1911). 


e Desde luego yo supongo que se está obligado a jugar un tiro, y uno solo, y que se trata de 
ganarlo. Es fácil construir hipótesis entre las que Le Dantec mismo elegiría teniendo en cuenta 
la fracción; yo le he señalado uno de esos casos en una carta particular y él lo ha aceptado. Fre- 
chet, por su lado, me ha escrito espontáneamente para comunicarme un ejemplo de la misma 
naturaleza. 

Confieso, sin embargo, que yo me explico mal el interés de la observación de Le Dantec de que 
a menudo las grandes loterías son ganadas por los poseedores de un solo billete. Si la observa- 


la jugada lamentar su elección, pero esta lamentación no le impedirá pro- 
ceder según la misma regla, si vuelve a presentársele la ocasión. Tal es el 
valor práctico y universal de la fracción, y esto basta para condenar la 
opinión de que es un número vacío de sentido. Al lado de este valor uni- 
versal, la fracción puede tener para todo hombre que no sea contrario al 
juego, una utilidad mucho más amplia. Por ejemplo, pocas personas du- 
darían en gastar un peso para adquirir un solo billete de una lotería de 
mil billetes, ante la perspectiva de ganar un premio de un millón”. Pero 
estamos aquí fuera de las matemáticas, porque interviene la psicología 
del comprador, así como una serie de condiciones que sólo él conoce. Si 
se propone jugar en un solo tiro de cara o cruz, cien mil pesos contra un 
millón, el ofrecimiento es sin duda teóricamente ventajoso, pero ningún 
matemático pretenderá demostrar que hay que aceptarlo, pero yo conoz- 
co muchos matemáticos que lo rehusarán, y con excelentes razones. 


18. Pero el desacuerdo más grave entre Le Dantec y yo” es rela- 
tivo a la sucesión de un número indefinido de tiradas a cara O cruz; qui- 
siera insistir un poco en ello, porque me parece que Le Dantec comete 
aquí un verdadero error matemático, de aquí que no desespere de con- 
vencerlo; la cuestión es, sin embargo, bastante delicada y conocida de 
manera insuficiente; entonces, quizás no sea inútil entrar en algunos de- 
talles. 

Para plantear claramente la cuestión, pido disculpas por repro- 
ducir el pasaje de mi libro que ha sido el origen de esta polémica”. 


OBSERVACIONES SOBRE CIERTAS PARADOJAS. — Podríamos limitarnos 
aquí a la exposición de los principios esenciales de la teoría del juego a cara o cruz; 


ción es exacta, prueba solamente que los poseedores de un solo billete, tienen en su conjunto, la 
mayoría de los billetes. 
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Naturalmente que, si se puede elegir, se preferirá comprar los mil billetes; suponemos que 
solamente se vende uno. 


24 5: e : z z 
Pienso que se me perdonará este lenguaje personal que es más breve y en todo caso, más 
modesto que aquel con que recordaría a cada instante que las ideas mías pertenecerían también 


a cualquier matemático que hubiera reflexionado sobre estas cuestiones. 


28 Eléments de la théorie des probabilités (Primera edición, Hermann, 1909, segunda edición, 


Hermann, 1910, p. 18). 


estando bien establecidos estos principios, las consecuencias que deduzcamos por ra- 
zonamientos puramente lógicos están rigurosamente demostradas y, por consiguien- 
te, toda aserción contraria a estas consecuencias deberá ser considerada como inexac- 
ta, sin que sea necesario examinar los argumentos que le han servido de base. Esta 
manera de proceder es la que está más de acuerdo con el espíritu matemático; me pa- 
rece, sin embargo, preferible no atenerme a esto, porque no todo el mundo tiene es- 
píritu matemático y en lo que concierne a las cuestiones de probabilidad, muchos es- 
píritus, por lo demás excelentes, tienen una cierta desconfianza a los razonamientos 
lógicos y están dispuestos a preferir las razones de sentimiento. He tenido reciente- 
mente, la ocasión de comprobar esta tendencia en uno de los espíritus más distingui- 
dos de nuestro tiempo, muy conocido por sus publicaciones científicas y filosóficas y 
cuya educación matemática ha sido muy profunda. Me pareció entonces que era me- 
jor no tratar estas tendencias con desdén, como tendría derecho a hacer un matemáti- 
co que juzgara enteramente superfluo tratar de convencer, desde el momento que sus 
razonamientos son irreprochables. Me parece que hay, efectivamente, un gran interés 
científico y social en que los principios fundamentales del cálculo de probabilidades 
sean admitidos sin restricciones por el mayor número posible de personas; entonces, 
si algunos argumentos pueden contribuir a este resultado, vale la pena dedicarles al - 
gunas líneas, aunque desde el punto de vista absolutamente matemático sean inútiles. 

Una de las principales fuentes de estos razonamientos paradójicos sobre los 
cuales tendremos que volver es la siguiente: consideramos un acontecimiento futuro 
como realizado cuando la experiencia ha demostrado que es extremadamente proba- 
ble. Se comete así un error, sin duda muy pequeño, pero la acumulación repetida de 
tales errores es suficiente para conducir a resultados enteramente inexactos. Estudia - 
remos más adelante el mecanismo matemático de esta acumulación de errores; por el 
momento nos limitaremos a demostrar por el absurdo la falla de este género de razo- 
namientos. 

Supongamos que jugamos un número muy grande de tiradas sucesivas a 
cara O Cruz y que se toma nota de todos los resultados; se sabrá a cada momento cuál 
es la ganancia o la pérdida de un jugador que haya apostado siempre a cara, siendo la 
apuesta siempre la misma en cada tirada. Si se hace la experiencia, se comprueba fá- 
cilmente que, al cabo de cierto número de tiros, no muchos, que sobrepasan rara vez 
de 100 y casi nunca de 1000, la ganancia y la pérdida se encuentran reducidas a cero; 
cuando hemos llegado aquí, hay una posibilidad contra dos para que el partido si- 
guiente dé una ganancia; si así sucede, diremos que el conjunto de tiros jugados 
constituye una buena serie; si no, continuaremos el juego hasta un nuevo retorno a 
cero y habrá nuevamente una posibilidad contra dos para que la tirada siguiente sea 
ganada; si así resulta, tendremos una buena serie; sí no, continuaremos todavía el 
juego y acabaremos por llegar a obtener una buena serie, puesto que tenemos una 
posibilidad contra dos de volver a comenzar cada vez que volvamos a cero. Práctica- 
mente, la experiencia demostrará al lector que quiera intentarla que se obtiene una 


buena serie después de un pequeño número de tiros o jugadas y que a ello se llega se- 
guramente” con tal que se tenga la paciencia de jugar, si es necesario, algunos milla- 
res de jugadas. 

Admitido esto, Pablo juega con Pedro a cara o cruz y se decide a prolongar 
el juego hasta que haya realizado una buena serie?””; él obtiene así una ganancia igual 
a la puesta. Deja entonces el juego, que reinicia el día siguiente contra Juan, y lo pro- 
longa igualmente hasta obtener una buena serie; él puede continuar así todos los días 
y ganar regularmente una suma igual a la puesta. Si suponemos que Pablo juega 
siempre contra el mismo adversario, Pedro, una cantidad indefinida de tiradas, Pablo 
puede, sin esperar a mañana, considerar su juego interrumpido después de cada bue- 
na serie y recomenzar a tomar nota en ese mismo momento; como nada distingue un 
instante de otro y como se puede siempre suponer que el juego comienza en un ins- 
tante cualquiera, Pablo realizará así un número ilimitado de buenas series sucesivas y 
por consiguiente una ganancia ilimitada (o, al menos, que sólo estará limitada por la 
lentitud del juego y la duración de la vida humana). Pero, en la misma sucesión de 
partidos, Pedro puede hacer el mismo razonamiento; su ganancia es entonces tam- 
bién ilimitada, con la condición de que se puede jugar durante largo tiempo; tal es la 
consecuencia absurda a que se llega: cada uno de los jugadores realiza, obtiene una 
ganancia que crece proporcionalmente al tiempo”. Nos contentaremos por el mo- 
mento con haber puesto en guardia al lector contra los inconvenientes de algunas ma- 
neras de razonar; estudiaremos de una manera más profunda esta cuestión cuando ha- 
yamos establecido los principios necesarios. 


19. He aquí ahora, si no me equivoco, lo esencial de la objeción 
de Le Dantec”: 


Y el autor concluye: “Tal es la consecuencia absurda a la cual se llega: 
cada uno de los jugadores realiza una ganancia, que crece proporcionalmente al tiem- 
po”. Una nota demuestra que el autor atribuye este absurdo, a que se ha considerado 
como seguro, prácticamente, llegar a un momento en que un jugador dado gana un 
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Subrayo esta palabra, ya que por ella se introduce el error de razonamiento; será necesario 
decir casi seguramente, es decir que la probabilidad para no acertar es extremadamente pequeña 
(ver en n* 18 del libro ya citado, un cálculo detallado). 
PLA ; ; : es Ñ 
Si la primera tirada es ganada, ello constituye, por sí mismo, una buena serie. 


29 En la segunda edición (ver sus erratas) he agregado (a causa de una correspondencia con Le 
Dantec) una frase explicativa que sin ser indispensable, me ha parecido que aclara el pensa- 
miento. “Esto contradice absolutamente la hipótesis inicial según la cual algunos millares de 
jugadas serán suficientes seguramente para establecer el equilibrio entre los 2 jugadores.” 


zA Loc. cit., pp. 160-161. 


centavo, mientras que esto sólo es casi seguro. Ahora, no es del todo allí donde está 
el error; está, me parece, en el razonamiento mismo de Borel. Si ustedes quieren re- 
mitirse a los razonamientos de sentido común a los que adjunto, en el presente capí- 
tulo, la curva representativa colocada algunas páginas más adelante, ustedes verán 
bien que, en efecto, hay momentos en que al cabo de un número bastante grande de 
jugadas, Pedro gana no importa cuánto y otros momentos en que Pablo gana también 
no importa cuánto. Pero ésos no son los mismos momentos. Si se suspende el juego 
cuando Pedro gana n centavos, Pablo los pierde en el mismo momento; eso es evi- 
dente, y es sin embargo prácticamente cierto que, de tanto en tanto, la curva cortará 
el eje de las x, lo que hace que de tanto en tanto, las ganancias y las pérdidas se equi- 
libren; pero entre los puntos en que ella corta el eje de las x, la curva pasa en ciertos 
momentos por máximos (ganancias de Pedro) y en otros momentos por mínimos (ga- 
nancias de Pablo). Yo he hecho observar esto a Borel; hemos tenido a propósito de 
este punto una larga correspondencia de la que resultó un erratum, agregado a la se- 
gunda edición de la Théorie des probabilités, (p. VID); luego, este erratum prueba 
simplemente que el autor ha persistido en su manera de ver y que él atribuye el error 
disimulado en una pretendida paradoja, a que se considera como seguro un equilibrio 
a producirse que no es sino probable. 


He aquí ahora, “los razonamientos de sentido común” a los que 
alude Le Dantec en el pasaje precedente: 


Convengamos en representar gráficamente sobre un papel cuadriculado, el 
estado relativo del número de jugadas de cara o cruz en el curso de una larga serie de 
jugadas. Tomaremos como eje de las x un trazo horizontal del cuadriculado y allí lle- 
varemos los números de las jugadas. Marquemos el cero sobre el eje de las x; ése se- 
rá el punto de partida del juego. La primera jugada da cara; lo llevo sobre la ordena- 
da 1 en a; la segunda jugada también da cara; lo llevo sobre la ordenada 2 en b. La 
tercera da cruz, bajo un escalón a partir de b y lo llevo a c sobre la ordenada 3, y así 
sucesivamente. He dibujado así una curva en que la ordenada correspondiente a la 
abscisa n representará el exceso del número de jugadas cara sobre el número de juga- 
das cruz al cabo de n jugadas. Sabemos de antemano cuál será la marcha general de 
la curva. Será una curva sinuosa que cortará de tiempo en tiempo el eje de las x pero 
sin que haya ninguna regularidad en la distribución de los puntos en que ella lo corta. 
Podemos prever algunas particularidades de la curva, basándonos únicamente en el 
hecho de que estamos seguros que el juego no obedece a ninguna ley. 

La más importante, y que contiene en realidad todas las otras, es la siguien- 
te: dado de antemano un número N tan grande como se quiera, se llegará a un mo- 
mento en que la ordenada de la curva será igual a N. En otros términos, no hay lími- 
tes para la desviación que se manifestará en el curso de un número muy grande de ti- 
radas entre el número de cara y el número de cruz. Esto fluye inmediatamente de la 


certidumbre en que nos encontramos con respecto al hecho de que las jugadas ya rea- 
lizadas no influyen de manera alguna sobre las jugadas a realizarse. Después de 2 ju- 
gadas, cuando estamos en el punto b, podemos tomar b como origen y bx”, como eje 
de x. Entonces, la marcha de la curva, a partir de b deberá ser la misma que a partir 
de 0; luego, la desviación a obtener en lo sucesivo viene a ser (N-2). Si a partir de b 
la curva permanece siempre por debajo del eje bx”, esto constituiría una ley; entonces 
habrá un momento en que ella pase por encima y en que la desviación a obtenerse no 
será más que (N-3); tomaremos allí un nuevo origen y por los mismos razonamientos 
veremos que se impone la necesidad de llegar a un momento en que la desviación a 
obtener no será más que (N-N), es decir en que la desviación efectiva obtenida a par- 
tir de O sea N. El teorema está demostrado. 





Fig. 1 


Esto es evidentemente cierto tanto para la desviación entre el número de 
cara y el número de cruz, como para la desviación entre el número de cruz y el nú- 
mero de cara. Es decir que la curva sinuosa que partió de O, tendrá ordenadas negati- 
vas que no cederán en nada a las ordenadas positivas. 

Una consecuencia de este teorema es que, por lejos que nos encontremos 
del eje de las x en un momento dado, debemos siempre esperar volver al mismo, al 
cabo de un número suficiente de tiradas; en otros términos, no hay momento a partir 
del cual la curva no cortará más al eje de las x. En efecto, sea N la desviación actual; 
la supongo positiva. Tomando ese punto de la curva como origen, estamos seguros 
de llegar un día u otro a la desviación (-N), es decir, al eje primitivamente elegido 
como eje de las x. 

Todo esto es necesario porque hemos admitido desde el comienzo que el 
fenómeno estudiado no estaría sometido a ninguna ley. 

Una consecuencia evidente de estas observaciones es que, para un número 
muy grande de jugadas, la relación de la desviación al número de partidas jugadas 
será siempre muy pequeña, cualquiera que sea sin embargo, el valor absoluto de la 
desviación. En efecto, desde que la serie de ceros de nuestra curva es ilimitada, po- 
dremos siempre hacer un número de jugadas bastante grande como para que el nú- 
mero m, que alcanza al último cero antes del comienzo del arco de curva que condu- 
ce a la desviación n, en las condiciones más favorables, no se puede obtener sino al 
cabo de un número de jugadas por lo menos igual a n. El número de jugadas que con- 


ducen a la desviación n será entonces superior o igual a mi; + n, y la relación de la 
T 


desviación al número de jugadas será inferior *” 7-1 relación que se podrá siem- 
pre hacer tan pequeña como se quiera dando a m, un valor bastante grande”. 

El hecho que no existe ninguna ley en favor de las jugadas de cara por 
ejemplo, necesita los reencuentros sucesivos de la curva con el eje Ox. Si la curva, en 
lugar de seguir una marcha vagamente simétrica con respecto al eje Ox, siguiera esa 
marcha en relación a otro eje Ov, haciendo con Ox, un ángulo a” tan pequeño como 
se quiera, habría una ley en favor de las jugadas de cara, lo que es imposible, el án- 
gulo no puede ser sino nulo. 

He aquí las consecuencias que los razonamientos de sentido común nos ha- 
cen deducir de la necesidad en que nos encontramos de afirmar que el juego de cara 
o cruz no obedece a ninguna ley. La ley de los grandes números, es decir la nulidad 
del ángulo de nuestra figura, no es más que la transformación verbal de la afirmación 
de la ausencia de toda ley. Y el hecho de que pensadores hayan concluido por afir- 
mar la existencia de una ley del azar, me recuerda una humorada de una vieja opereta 
en la que el jefe de los conjurados grita, al no ver aparecer a la hora fijada el bande- 
rín esperado: 

“¿Será una señal la ausencia de señales?” 

En realidad hay que confesar que no estamos muy satisfechos de nuestro 
razonamiento por el absurdo. Si la ley de los grandes números no se verificase al 
cabo de un número bastante grande de jugadas, obtendríamos la demostración de una 
ley en favor de cara o cruz, lo que sería contrario a nuestra hipótesis; esto es precisa- 
mente el razonamiento por el absurdo; aquí, como en todas partes en que estamos 
obligados a emplearlo a falta de un razonamiento positivo, este modo de demostra- 
ción nos desagrada. Pensamos instintivamente en el asno de Buridán. En realidad, 
nuestro razonamiento implica un postulado; sabemos que no debe haber ninguna ley 
en el juego de cara o cruz, pero ¿será nuestro juego lo bastante preciso, lo bastante 
concluyente, para demostrarnos por sí mismo, al cabo de un gran número de juga- 
das, esta ausencia notable de toda ley? No osaríamos afirmarlo a priori. No osaría- 
mos enunciar la ley de los grandes números si no la hubiéramos comprobado experi- 
mentalmente un gran número de veces para cada juego de azar. Nuestros razona- 
mientos a priori no valen sino por una demostración a posteriori. Y por otra parte, 
nuestra ley de los grandes números no tiene el carácter de cosa inevitable; en efecto, 
no es una ley, desde que no es más que el resultado de la ausencia de toda ley. Si 
comprobamos experimentalmente un caso en el cual, al cabo de un gran número de 
jugadas, se haya obtenido siempre dos veces más cara que cruz, no tendríamos el de- 
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Este razonamiento “de sentido común” es incompleto, porque no es del todo cierto que la 
desviación n no se produzca antes de m, jugadas. Le Dantec no puede, a pesar de su talento, 
reemplazar por razonamientos vagos un cálculo preciso. 


recho de rebelarnos; buscaríamos primero si no hubo algún error sistemático en el 
juego; supongamos que no lo haya habido; debiéramos sacar como conclusión que 
no hay ley en favor de las jugadas cara, pero que nuestro juego no ha conseguido, en 
el caso considerado, poner en evidencia esta ausencia de ley. Yo no sé que esto se 
haya producido jamás, pero no es imposible. ¡Y sin embargo, el teorema de Bernoulli 
da una demostración a priori de la ley de los grandes números! Esta ley será enton- 
ces verdaderamente una ley. 


20. He querido citar textualmente estos razonamientos porque 
son el ejemplo más asombroso posible del hecho que, cuando los proble- 
mas de las probabilidades llegan a ser algo complejos, el buen sentido, 
aun servido por una inteligencia clara y profunda, no puede pasarse sin 
la ayuda del cálculo: esto conduce con seguridad a resultados no inexac- 
tos, pero sí incompletos y engañosos. Si Le Dantec hubiera examinado 
con cuidado y retomado personalmente los cálculos a los que me referí 
en el pasaje citado anteriormente (N* 18 del libro citado), es seguro que 
se hubiera dado cuenta con más precisión, de la marcha general de una 
partida de cara o cruz muy larga. No reproduciré aquí esos cálculos, ya 
que prefiero demostrar cómo se puede llegar a resultados equivalentes 
por una vía diferente y tal vez más intuitiva. 

Recordaré el resultado bien conocido de que la desviación me- 
dia a prever al cabo de cierto número de tiradas de cara O cruz, es grose- 
ramente igual a la raíz cuadrada de ese número de tiradas. Por ejemplo, 
al cabo de un millón de tiradas, una desviación de mil, en más o en me- 
nos, para uno de los jugadores no es excepcional. Pongámonos en la hi- 
pótesis de que esta desviación media ha sido realizada precisamente y 
preguntémonos cuál es la probabilidad para que la desviación perma- 
nezca siempre del mismo sentido durante el millón de tiradas”. 

Este problema es el que ha estudiado el señor Desiré André bajo 
el nombre de problemas del escrutinio, y cuya solución es bien conoci- 
da. En un escrutinio uninominal, dos candidatos A y B están presentes; 


Sn Para tratar esta cuestión de una manera rigurosa y general, habría que considerar sucesiva - 
mente todas las hipótesis posibles después de un millón de tiradas (desviación igual a cero, a 1, 
a 2, etc.) con sus probabilidades respectivas, hacer para cada una de ellas el cálculo que hace - 
mos en el caso de la desviación media y sumar los resultados obtenidos; este cálculo conduce a 
una integración fácil, cuyo resultado es el mismo que se obtiene por el razonamiento abreviado, 
a un factor numérico, vecino a la unidad y sin influencia sobre nuestras conclusiones. 


el primero A, tiene m votos y el segundo B tiene m + n; ¿cuál es la pro- 
babilidad de que B conserve la mayoría durante toda la duración del re - 
cuento de votos? La respuesta es que la probabilidad es igual al cociente 
de la mayoría de B, es decir de n, por el total del número de boletas, es 
decir, 2m + n. Si en una partida de cara o cruz, se sabe solamente que al 
cabo de un millón de tiradas, B ha ganado 1.000 tiradas más que A, se 
puede decir que hay una posibilidad sobre 1.000 para que B haya mante- 
nido siempre la ventaja. 

De una manera más general, siendo el cociente de un número 
por su raíz cuadrada, evidentemente igual a esta raíz cuadrada, la proba- 
bilidad para que uno de los jugadores conserve la ventaja durante un 
gran número de tiradas es sensiblemente igual a la inversa de la raíz cua- 
drada de ese número de tiradas”. 

En otros términos, si se consideran 100 millones de tiradas con- 
secutivas a cara O cruz, se tiene, grosso modo, una posibilidad sobre 
10.000, para que uno de los jugadores no deje de prevalecer, para que la 
curva de Le Dantec no corte el eje de las x. Supongamos que los 2 millo- 
nes de habitantes adultos de París, agrupados de dos en dos, comienzan 
mañana por la mañana a jugar a cara o cruz, conservando cada uno el 
mismo compañero y conviniendo en dejar el juego cuando hayan empa- 
tado. Marchando muy rápido, cada pareja de jugadores podrá tal vez ju- 
gar una tirada por segundo, o sea más o menos 10 millones de tiradas por 
año, con la jornada de 8 horas. Ahora bien, se debe prever que al cabo de 
10 años, habrá aún un centenar de parejas que no habrá terminado y que 
al cabo de mil años, si los jugadores han confiado sus partidas a sus he- 
rederos, una decena de partidas continuarán aún, habiéndose mantenido 
siempre uno de los compañeros en déficit. Vemos que estamos lejos de 
la certeza práctica de que el equilibrio se establece forzosamente: para 
los jugadores que se mueren de pena, corriendo detrás de su dinero, todo 


sl Como ya se ha dicho en la nota precedente, este resultado es exacto salvo un factor numéri- 
co, bastante próximo a la unidad para que no influya en el resultado. Habrá que dividir da pro- 
babilidad por dos, si se ha fijado de antemano cuál de los jugadores debe conservar la ventaja; 
suponemos que nos es indiferente que sea uno u otro, con tal que sea siempre el mismo 


ha sucedido al contrario, prácticamente, como si el equilibrio no hubiera 
debido jamás restablecerse”. 

Creo que este resultado podría ser útilmente meditado por los in- 
ventores de martingalas: es, en el fondo, en la creencia más o menos 
confusa en la certeza del equilibrio, donde está el origen de sus errores. 
Ahora, si se consideran mesas de ruleta en las que el cero fuera suprimi- 
do, el juego de rojo o negro (o toda otra combinación simple) equivale al 
juego de cara o cruz. Se puede considerar que cada jugada marca, para el 
jugador que llega en ese momento, el origen de una partida nueva, de 
manera que en una casa de juego muy concurrida, que tenga varias rule- 
tas, el número de jugadas iniciales es de varias centenas de mil por año. 
Las diversas jugadas que se pueden considerar así aisladamente no son 
distintas, puesto que ellas se superponen; es fácil darse cuenta de que 
esta falta de independencia no modifica sino parcialmente las conclusio- 
nes obtenidas de las tiradas de cara o cruz independientes que nos imagi- 
namos recién”: es seguro que si se considerara el cuadro completo de los 
resultados efectivamente comprobados el año anterior, veríamos que ha 
habido, durante el transcurso del año, ciertos instantes, muy raros y muy 
breves, en los que el jugador que entra en ese preciso momento a la sala 
de juego y hace sin interrupción siempre el mismo juego (rojo, por ejem- 
plo), en la misma mesa, no habrá dejado durante todo el año de estar en 
pérdida; evidentemente no hubiera dejado de estar en ganancia si hubiera 
hecho constantemente el juego contrario (negro); suponemos, desde lue- 
go, que el cero no existe, es decir que las jugadas en que sale cero, no 
significan ganancia ni pérdida: nadie ignora que la presencia del cero es 
indispensable a los beneficios del propietario, única razón de existencia 
de las casas de juego. 


21. Pero es tiempo ya de volver al punto preciso sobre el que ar- 
gumenta Le Dantec; las consideraciones precedentes contribuyen, creo, a 
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Sin embargo, es justo decir que el restablecimiento del equilibrio es cierto, si los jugadores 
tienen bastante paciencia, porque a medida que las jugadas se hacen más numerosas, la probabi- 
lidad para que no haya equilibrio tiende hacia cero. 
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Podríamos además tratar el caso de las jugadas no independientes por un razonamiento más 
breve, en que intervendrían las máxima maximorun y las mínimas minimorun de la curva. 


aclarar la cuestión a los ojos del sentido común, proveyendo a este senti- 
do común de una noción más clara de la marcha general del juego, pero 
ellas no atañen al fondo mismo del debate. Se trata de saber si la conclu- 
sión a que conducen ciertos razonamientos aproximativos, a saber, que 
cada jugador realiza una ganancia que crece proporcionalmente al tiem- 
po, es absurda o no. 

Le Dantec cree que es deber suyo hacer observar que Pablo y 
Pedro no son ambos ganadores en el mismo momento; no me atrevo sin 
embargo a creer que su opinión sobre la ausencia del sentido común en- 
tre los matemáticos llegue a hacerle suponer que yo no he tenido la idea 
de que puedan sin absurdo ganar ambos jugadores, uno por vez, en mo- 
mentos diferentes: un matemático que estuviera tan absorbido por sus 
cálculos que no pensara en una circunstancia tan simple, merecería un 
lugar de honor en el Panteón de los sabios distraídos. Lo que es absurdo, 
no es que Pablo y Pedro realicen una ganancia en momentos diferentes, 
sino que esa ganancia crezca proporcionalmente al tiempo. Le Dantec 
encontrará los cálculos y las cifras precisas en el N? 18 de mi libro al 
que remito en el pasaje citado anteriormente; lo resumo aquí: en un mi- 
llar de tiradas a cara o cruz se puede esperar razonablemente que el equi- 
librio entre los dos jugadores se restablecerá una veintena de veces: 
como cada vez que el equilibrio se restablezca, cada jugador tiene una 
posibilidad sobre dos de ganar la partida siguiente, cada uno de ellos 
puede, razonando como antes he dicho, esperar retirarse con una ganan- 
cia de más o menos 10 pesos, si la apuesta es de un peso. Estas esperan- 
zas no son contradictorias: en efecto, será este jugador el que se haya re- 
servado el derecho de interrumpir el juego en el momento en que le con- 
venga, es decir cuando gane. Si esta esperanza, en lugar de ser casi siem- 
pre realizada, fuera siempre realizada, la ganancia de 10 pesos después 
de 1.000 tiradas llegaría a ser una ganancia de 10.000 pesos después de 
un millón de tiradas, y de 10 millones, después de mil millones de tira- 
das. Esto es absurdo, por muchas razones, de las que, tal vez estas dos 
sean las más convincentes: una desviación de 10 millones sobre mil mi- 
llones de tiradas es infinitamente poco verosímil, según la ley de los 
grandes números, y por tanto es absurdo suponerlo cierto. Además, si la 
desviación de 10 millones se produce sucesivamente en favor de ambos 


jugadores, es evidentemente necesario que se jueguen por lo menos 10 
millones de tiradas entre el momento en que Pablo gana 10 millones y el 
momento en que el equilibrio se restablece”; en consecuencia, existen 
dos intersecciones sucesivas de la curva con el eje de las x, que están se- 
paradas por lo menos por 20 millones de tiradas; esto contradice absolu- 
tamente la hipótesis según la cual el equilibrio se restablecerá segura- 
mente al cabo de algunos miles de jugadas. 

Vemos que la marcha de la curva construida por Le Dantec es 
más compleja de lo que él parece imaginarse; las largas series de jugadas 
ventajosas en su conjunto a uno de los jugadores, son bastante poco pro- 
bables; pero cuando el juego dura bastante tiempo, éstas acaban por pro- 
ducirse y pueden entonces impedir el equilibrio durante un largo tiempo; 
por lo tanto, la curva comenzará generalmente por describir ligeras si- 
nuosidades alrededor del eje de las x; luego, llegará a alejarse bastante 
notablemente, y será entonces sinuosa, durante algún tiempo, pero no al- 
rededor de una recta inclinada (Le Dantec explica muy bien por qué esto 
sería absurdo), sino alrededor de una paralela al eje de las x; y esto, hasta 
que se produzca de nuevo una desviación bastante grande que podrá, sea 
inclinarla nuevamente hacia Ox, o separarla todavía más”. Estas indica- 
ciones son groseras, pero es difícil precisarlas, porque no hay ley; la sola 
afirmación un poco general que se pueda enunciar, es que todo punto de 
la curva puede ser tomado como origen y que, por consiguiente, todo lo 
que se pueda decir de la marcha con relación a Ox puede ser dicho tam- 
bién de la marcha con relación a una paralela cualquiera a Ox, que la 
curva habrá cortado una vez; al cabo de un tiempo bastante largo, toda 
paralela a Ox será cortada una vez”; no se puede entonces decir nada 
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Esta observación de sentido común ha sido hecha por Le Dantec, en el pasaje citado ante- 
riormente: es uno de los casos que son demasiado simples para que el sentido común pueda pa- 
sarse sin la ayuda del cálculo. 


AS Le Dantec observa bien el papel de las paralelas al eje de las x, pero no obtiene de esa obser - 
vación todas las consecuencias que ella comporta, si no habría observado que todas las parale- 
las al eje de las x, teniendo el mismo papel, si el eje de las x es cortado por la curva seguramen- 
te a intervalos bastante frecuentes, debe suceder lo mismo con todas las otras paralelas, lo que 


es evidentemente absurdo. 


E a A Ñ A A 
Más generalmente, si se supone el juego prolongado indefinidamente en ambos sentidos, 


toda paralela a Ox es cortada un número de veces proporcional a la raíz cuadrada del intervalo 


sobre Ox que no pueda ser dicho de otra paralela cualquiera a Ox, desde 
el momento que se estudia el juego durante bastante largo tiempo; es so- 
lamente durante los primeros instantes que siguen al instante actual que 
se puede extraer alguna conclusión particular a Ox, por el hecho de que 
es el origen del instante actual. Estas observaciones se aplican a todas 
las cuestiones de probabilidades; no están sin relación, creo, con lo que 
los físicos modernos llaman el principio de la relatividad. 


22. No es solamente sobre este punto particular que Le Dantec 
la emprende con los matemáticos; insiste mucho, en diversas ocasiones, 
sobre la imposibilidad de llegar por medio de un razonamiento abstracto 
al conocimiento de una ley natural. Creo que los matemáticos están to- 
dos de acuerdo con Le Dantec sobre este punto; ellos han llevado a me- 
nudo muy lejos la desconfianza ante las consecuencias que se pueden sa- 
car del cálculo; Joseph Bertrand, criticando a Maxwell, ha llegado a ne- 
gar la posibilidad de la teoría cinética, cuyos promotores, siguiendo el 
ejemplo del griego, han probado el movimiento caminando y recorriendo 
también un buen camino. Los matemáticos, a pesar de Le Dantec, distin- 
guen generalmente muy bien en sus escritos, lo que es deducción pura de 
lo que es razón de sentimiento y opinión, y así como son intransigentes 
cuando se refutan sus cálculos, están siempre prestos a admitir que toda 
persona de buen sentido que haya comprendido bien los resultados de es- 
tos cálculos, es libre de interpretarlos prácticamente según su psicología 
personal'*. Solamente es necesario, para razonar sobre las probabilida- 
des, haber comprendido por qué mecanismo analítico simple e inataca- 
ble, la noción de la ausencia de toda ley conduce a conclusiones, necesa- 
riamente inciertas siempre, pero cuya incertidumbre puede ser rigurosa- 
mente y a menudo evaluada en una fracción cuya pequeñez confunde la 
imaginación. Se vuelve así, en último análisis, a la noción de probabili- 
dad de una jugada aislada que es lo que discute Le Dantec; porque se tra- 
ta de saber si tal combinación, cuya probabilidad ha sido calculada, por 
ejemplo, en un millonésimo de millonésimo, se producirá o no. La única 
regla práctica de acción es proceder como si ella no debiera producirse. 


de tiempo considerado, desde el momento que este intervalo es bastante grande. 


ES Ver más adelante, capítulo VIIL 


Si la probabilidad es supuesta aun más débil, por ejemplo 100%, deberá 
considerarse que, dándola como nula, no se sacrifica en nada el rigor 
científico, porque no hay conocimiento humano que sea verdadero con 
tal precisión. Es en este sentido, y solamente en este sentido, que los cál- 
culos puramente abstractos pueden conducir a reglas de acción concre- 
tas, que permitan interpretar con mayor precisión lo que sabemos de la 
realidad; es en este sentido que la ausencia de toda ley es a menudo una 
ley. Cuando se ha comprendido bien este hecho esencial, importa poco 
que el cálculo de Bernoulli sea calificado de estratagema: permite, en al- 
gunos casos, prever con certidumbre (entiendo con una certidumbre ja- 
más sobrepasada en las previsiones humanas). 


CAPÍTULO TI 


PROBABILIDADES DISCONTINUAS 
Y PROBABILIDADES CONTINUAS 


23. Las probabilidades discontinuas. - 24. Probabili- 
dades relativas y absoluta. - 25. Regla de las probabilidades 
totales. - 26. Regla de las probabilidades compuestas. - 27. Un 
problema del juego de “ecarté”. - 28. Esperanza matemática. - 
29. Problema de la gallina; problema de los dados. - 30. Regla 
de la unidad decimal. - 31. Probabilidades continuas; defini- 
ción. - 32. Problema simple. - 33. Problema de la aguja. - 34. 
La crítica de Bertrand. - 35. Discusión de una paradoja de Ber- 
trand. - 36. La crítica de Poincaré. - 37. El empleo de las fun- 
ciones arbitrarias; el alcance real de las objeciones de Poinca- 
ré. 


23. Se da el nombre de probabilidades discontinuas a las cues- 
tiones de probabilidades en las cuales el número de los casos posibles es 
limitado, en oposición a los problemas de probabilidades continuas”, en 
los cuales hay una infinidad de casos posibles (siendo los casos posibles, 
por ejemplo, las diversas posiciones de un punto sobre una recta). 

El juego de cara o cruz es el caso más simple de probabilidades 
discontinuas, puesto que el número de casos posibles es igual a 2, y sus 
probabilidades son iguales. Los problemas que se pueden plantear a pro- 
pósito de los juegos de azar, los dados, las cartas, pertenecen a la catego- 
ría de las probabilidades discontinuas. Son estos problemas de los juegos 
de azar los que han dado lugar a las primeras investigaciones sobre las 
probabilidades; sin el interés aportado a estos problemas de juego por 
hombres como Pascal, es verosímil que la teoría de las probabilidades no 
hubiera sido creada sino mucho más tarde: no habría sido hallada, de to- 


e Se pueden contemplar también las probabilidades numerables, caso intermedio entre las pro- 
babilidades continuas y discontinuas (ver capítulo VII) 


dos modos, sino cuando se hubiera necesitado para aplicaciones prácti- 
cas o científicas”. 

Aquellos de nuestros contemporáneos que pasan una fracción 
apreciable de su tiempo jugando al bacará o al bridge, se equivocarían si 
pensaran que son una necesidad útil a la ciencia; la teoría de las probabi- 
lidades no tiene ya necesidad de los juegos de azar. Pero es posible que 
pudiéramos, de la historia de su origen, extraer esta enseñanza: que es di- 
fícil prever las repercusiones científicas de especulaciones aparentemen- 
te fútiles, si esas especulaciones contribuyen a agudizar el espíritu y 
crear formas nuevas de razonamiento. 

No volveremos más sobre la definición de la probabilidad, defi- 
nición que, en el caso de las probabilidades discontinuas, corresponde a 
la de igual probabilidad de los casos. Esta probabilidad igual será postu- 
lada, por lo menos, como un caso límite. 


24. Designemos por N el número total de casos posibles (su- 
puestos todos igualmente probables, desde luego: no volveremos más so- 
bre esta restricción) y por n el número de casos favorables; la probabili- 
dad p está dada por la fórmula 

11 


o: 


E 


Vemos que la probabilidad es una fracción siempre inferior a la 
unidad puede ser igual a la unidad solamente en el caso en que n = N: 
todos los casos son favorables; la probabilidad se transforma en certi- 
dumbre. Al mismo tiempo que la probabilidad de un acontecimiento de- 
seado, nos interesa a menudo considerar la probabilidad del aconteci- 
miento contrario (suponemos, por el momento, que todos los aconteci- 
mientos diferentes del favorable están agrupados bajo esta misma deno- 
minación: acontecimiento contrario). Por ejemplo, una urna encierra N 


de Uno de los problemas planteados por el juego, que ha contribuido particularmente a ejercitar 
la sagacidad, de los fundadores de la teoría de las probabilidades, es el problema de las parti- 
das: Dos jugadores han convenido que las apuestas pertenecerán al que, de entre ellos, por 
ejemplo, haya podido inscribir primero en su activo 10 partidas ganadas; interrumpen el juego, 
habiendo ganado uno 7 partidas y el otro 8; ¿cuáles son entonces las ganancias de ambos juga - 
dores? es decir, ¿cómo deben ser divididas las apuestas entre ellos? 


bolillas, entre las cuales n son blancas, y las otras son rojas, negras, etc. 
Contemplamos como un hecho favorable la extracción de una bolilla 
blanca; el hecho contrario (o desfavorable) es, entonces, la extracción de 
una bolilla que no sea blanca; si designamos esta probabilidad por q, ten- 
dremos: 





porque el número de casos favorables a este hecho contrario es 
evidentemente N - n, puesto que hay dentro de la urna N - n bolillas que 
no son blancas. 

La fórmula puede escribirse: 

p+aq=1 

es decir que: la suma de probabilidades de un acontecimiento y 
del acontecimiento contrario es igual a la unidad. Importa hacer notar 
que entendemos por acontecimiento contrario todo lo que no sea el acon- 
tecimiento que se considera favorable; no se admiten en este caso dife- 
rentes alternativas: por ejemplo, si se trata para un jugador, de ganar una 
partida de ajedrez, el acontecimiento contrario comprende todos los ca- 
sos en que él no la gane: sea partida perdida, sea partida acabada en ta- 
blas. 

Cuando un acontecimiento es muy probable, su probabilidad p 
es muy próxima a la unidad y la probabilidad q es, por consiguiente, 
muy próxima a 0. Se dice algunas veces, en lenguaje corriente, que la 
probabilidad es muy grande; esta manera de hablar no está de acuerdo 
con la definición matemática, según la cual p no debe sobrepasar la uni- 
dad: en lugar de decir probabilidad muy grande se debiera decir proba- 
bilidad muy cercana a uno. El lenguaje corriente tiene su origen en el 
hecho siguiente: en realidad, se compara la eventualidad del aconteci- 
miento favorable con la del acontecimiento contrario y cuando la prime- 
ra eventualidad sobrepasa en mucho la segunda, se dice que la probabili- 
dad es muy grande, lo que es muy grande, es la relación de la probabili- 
dad del acontecimiento considerado con la probabilidad contraria. Esta 
relación podría ser llamada probabilidad relativa de ambos aconteci- 
mientos, si la probabilidad definida anteriormente fuera llamada proba- 


bilidad absoluta; pero no modificaremos el lenguaje usual y diremos 
simplemente probabilidad y no probabilidad absoluta, porque esta pro- 
babilidad es la que interviene casi siempre y vale más no alargar inútil - 
mente la expresión que la designa. Es bueno saber, sin embargo, que en 
el lenguaje ordinario, no científico, se emplea a menudo la palabra pro- 
babilidad en el sentido de probabilidad relativa, es decir, se piensa en la 
relación R definida por la fórmula 
R == ——.= 
2.» M-= 
Por ejemplo, si una urna encierra 1.000 bolillas, de las que 999 
son blancas y una sola negra, tendríamos, considerando como favorable 
la extracción de una bolilla blanca 





p=0,999 
q=0,001 
R =999 


la probabilidad p del acontecimiento favorable es muy próxima 
a 1; su probabilidad relativa R es muy grande. 

Cuando se contemplan a la vez varias eventualidades que se ex- 
cluyen recíprocamente y cuyo conjunto abarca todos los casos posibles, 
la suma de sus probabilidades es igual a 1. Supongamos, por ejemplo, 
que una urna encierra N bolillas idénticas, salvo que cada una lleva ins- 
cripto uno de los números 1, 2, 3,..., m; designaremos por n, el número 
de bolillas que llevan el número 1, por n> el de las que llevan el número 
2, etc. La probabilidad p, de extraer una de las bolillas que llevan el nú- 
mero 1 es evidentemente 


Asimismo se tiene: 


y por consiguiente: 
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porque la suma n; + 12 + ... + My €s igual al número total N de 
bolillas. 


25. Consideremos una urna que contenga N bolillas, entre las 
cuales a son rojas, b son blancas, y las otras no son ni blancas ni rojas. 
La probabilidad a de extraer una bolilla roja es: 


La probabilidad p de extraer una blanca o roja es evidentemente 


r—i 
Dis _—— 
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y notamos inmediatamente la relación 
p=0+B 


que expresa el teorema de las probabilidades totales. Para enun- 
clar este teorema importa precisar bien las condiciones en que hemos ob- 
tenido la relación precedente. Consideramos como acontecimiento favo- 
rable, cuya probabilidad p buscamos, la extracción de una bolilla roja o 
blanca; este acontecimiento favorable puede producirse de dos maneras 
diferentes, que se excluyen recíprocamente, porque si la bolilla que se 
extrae es roja, no es blanca. Las probabilidades respectivas de estas dos 
eventualidades son a y f; la probabilidad p es igual a la suma de ambas. 
Se nota que el razonamiento es el mismo en el caso en que el número de 
eventualidades favorables es superior a dos; si, por ejemplo, se considera 


como favorable la extracción de una bolilla roja, o blanca, o verde, o vio- 
leta, o amarilla, estando excluidos los otros colores. Podemos entonces 
enunciar bajo la forma siguiente el teorema de las probabilidades totales. 


TEOREMA. — Cuando el acontecimiento cuya probabilidad se 
busca puede producirse de varias maneras diferentes que se excluyen 
mutuamente, la probabilidad buscada es igual a la suma de las probabi- 
lidades parciales que corresponden a esas diversas maneras. 

En la aplicación de este teorema, es importante comprobar que 
la condición de exclusión recíproca se realice en un todo. 


26. Consideremos dos urnas en que la primera contiene N boli- 
llas, entre las cuales a son blancas y en que la segunda contiene N' boli- 
llas, entre las cuales a' son blancas. La probabilidad a de extraer una bo- 
lilla blanca de la primera urna es: 


y la probabilidad a' de extraer una bolilla blanca de la segunda 
urna es: 





Supongamos ahora que extraemos una bolilla de cada urna. 
¿Cuál es la probabilidad p para que esas bolillas sean blancas las dos? 
Evaluemos el número de casos posibles: para esto, supongamos que ha- 
yamos numerado, con el fin de distinguirlas, las bolillas de cada urna; las 
de la primera son numeradas de 1 a N y las de la segunda de 1 a N'. La 
extracción puede dar la bolilla 1 de la primera urna y una cualquiera de 
las N' bolillas de la segunda; esto conduce a N' casos, todos igualmente 
probables; podemos obtener también la bolilla número 2 de la primera 
urna y una cualquiera de las N' bolillas de la segunda; esto llevaría tam- 
bién a N' casos, igualmente probables todos ellos y con la misma proba- 
bilidad que los precedentes; a cada una de las N bolillas de la primera 
urna corresponden así: N' casos; hay entonces en total NN' casos posi- 


bles*'. Contaremos asimismo el número de casos favorables; a cada una 
de las a bolillas blancas de la primera urna corresponden a* casos favora- 
bles, correspondiendo respectivamente a la extracción de cada una de las 
ai bolillas blancas de la segunda urna; hay entonces aa' casos favorables 
y la probabilidad p está dada por la fórmula: 





Es decir que: 
P=ap 

Y esta fórmula expresa el teorema de las probabilidades com- 
puestas. Antes de enunciar este teorema, generalizaremos las condicio- 
nes en las que lo hemos establecido; supongamos tres urnas, de las que 
una será siempre llamada /a primera y las otras dos, que suponemos pin- 
tadas exterior- mente una de blanco y otra de negro, se llamarán la se- 
gunda urna blanca y la segunda urna negra. Se extrae una primera boli- 
lla de la primera urna; si esta primera bolilla extraída es blanca, se extrae 
la segunda bolilla de la segunda urna blanca; si la primera bolilla extraí- 
da no es blanca, se extrae la segunda bolilla de la segunda urna negra. 
¿Cuál es la probabilidad para tener 2 bolillas blancas? Es claro que si se 
designa por a la probabilidad de extraer una bolilla blanca de la primera 
urna y por |3 la probabilidad de extraer una bolilla blanca de la segunda 
urna blanca, tendremos todavía 

P=ap 

Efectivamente no nos servimos de la segunda urna negra sino en 
el caso en que la primera extracción no haya dado una bolilla blanca; 
luego, en ese caso no nos encontramos de ninguna manera en un caso fa- 
vorable y el resultado de la segunda extracción es sin importancia; nada 
habría cambiado entonces en la probabilidad de los casos favorables si 


És Si suponemos: N = 6 y las N bolillas numeradas 0, 1, 2, 3, 4, 5; N'=10 y las N' bolillas 
numeradas 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 3, 9, los resultados podrán ser representados por el cuadro si- 
guiente, donde se ha escrito primero el número de la bolilla salida de la primera urna: 
0010203040500111213141510212223242520313233343530414243444540515253545550616 
26364656071727374757081828384858091929394959€s visible que los casos posibles llegan a 
60. 


no se efectuara esa segunda extracción, o bien si se efectuara en una urna 
de composición absolutamente cualquiera, por ejemplo en la segunda 
urna blanca; nos encontramos así otra vez en el caso ya tratado, pero es- 
tas observaciones permiten dar un enunciado más general: 


TEOREMA. — Cuando el acontecimiento cuya probabilidad se 
busca consiste en la producción sucesiva de dos acontecimientos, la pro- 
babilidad buscada es igual al producto de la probabilidad del primero 
de estos acontecimientos por la probabilidad para que el segundo se 
produzca cuando el primero se ha producido. Más generalmente, si la 
producción sucesiva de varios hechos es necesaria, se deben multiplicar 
las probabilidades diversas de estos hechos, evaluando cada una de 
ellas según la hipótesis de que se sabe que los precedentes se han produ- 
cido. 

Limitándonos al caso de dos acontecimientos, es claro que, si la 
probabilidad del segundo no varía cuando el primero se ha producido, 
esta última restricción está demás; se puede, en este caso, considerar los 
acontecimientos como simultáneos. 


27. En muchos casos, en lugar de utilizar los teoremas de las 
probabilidades totales o compuestas, es más simple recurrir a la enume- 
ración completa de los casos, por los procedimientos del análisis combi - 
natorio. He aquí un ejemplo: 

¿Cual es la probabilidad de obtener de entrada tres triunfos ju- 
gando al “ecarté”? Recordemos que el “ecarté” se juega con 32 cartas, 
de las que una se encuentra destapada e indica el triunfo; cada jugador 
recibe 5 cartas. Las 5 cartas son elegidas al azar entre las otras 31 cartas, 
de las cuales 7 son triunfos. El número de juegos posible, cuando el 
triunfo está dado, es igual al número de veces que se puedan elegir 5 car- 
tas, entre las 31 cartas restantes, es decir a 





éste es el número de casos posibles. 


De entre estos juegos, se obtendrá el número de los que encie- 
rran 3 triunfos multiplicando el número de maneras de elegir 3 triunfos 
entre los 7 triunfos por el número de maneras que se pueden elegir 2 car- 
tas cualesquiera entre las 24 cartas que no son triunfo; se obtiene así, 
para el número de casos favorables: 


Te la da: 031 


l= te he 





La probabilidad buscada es igual al cociente del número de ca- 
sos favorables por el número de casos posibles; es decir: 
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La probabilidad buscada está comprendida entre 1/17 y 1/18 

28. En muchos problemas sobre las probabilidades discontinuas, 
es cómo introducir la noción de esperanza matemática, que se presta a 
cálculos generalmente más simples. Esta expresión esperanza matemáti- 
ca ha sido muchas veces criticada y hay que reconocer que no es de las 
mejor elegidas; pero está consagrada por el uso y por otra parte su em- 
pleo no puede ocasionar ninguna confusión si se habitúa uno a usarla 
como un término único, cuyo sentido no resulta de la yuxtaposición del 
sentido de ambos componentes”. Si, se quiere interpretar así el sentido, 
parece que habría que tomar matemáticas en el sentido de numérico y 
traducir esperanza matemática por valor numérico de la esperanza. 


+ Es el caso de muchas otras palabras compuestas; sin citar los términos del lenguaje vulgar, 
como vinagre, madreselva, etc., se encuentran ejemplos frecuentes en el lenguaje científico; las 
palabras pila eléctrica no evocan ya la imagen de la pila de Volta; lo mismo en mecánica, fuer- 
za viva, etc. 


La esperanza matemática es, en efecto, el valor numérico que 
uno se ve forzado a atribuir a la esperanza de un jugador, si es que se tra- 
ta de evaluar esta esperanza numéricamente. Esta evaluación debe satis- 
facer evidentemente las condiciones siguientes: en un juego como a cara 
o cruz, en que las probabilidades de ganar de los dos jugadores son igua- 
les, sus esperanzas matemáticas también son iguales; además, la suma de 
estas dos esperanzas es igual a la apuesta total, porque se puede concebir 
que ambos jugadores se pongan de acuerdo para repartirse esta apuesta 
en lugar de jugar. Estas simples observaciones bastan para evaluar la es- 
peranza matemática en los casos simples. 

Por ejemplo si tengo que cobrar 2 pesos en el caso de que una ti- 
rada a cara o cruz dé cruz, mi esperanza matemática es un peso, y puede 
ser vendida a este precio a un jugador dispuesto a tomar mi lugar. 

En este caso, puedo esperar lograr fácilmente la venta de mi es- 
peranza matemática; no sería lo mismo si la apuesta de la tirada a cara o 
cruz fuera de 100 millones; en algunos casos, el valor comercial de una 
esperanza matemática es inferior a su valor numérico; en otros casos, al 
contrario, el valor comercial de la esperanza matemática es superior a su 
valor numérico: esto es una consecuencia del gusto del público por las 
loterías y las restricciones impuestas por la ley para evitar su desarrollo. 
Un billete de lotería al cual va unida una esperanza matemática de treinta 
centavos”, encuentra fácilmente comprador por un peso. 

La gran ventaja de la noción de la esperanza matemática es la si- 
guiente: la combinación de probabilidades diversas conduce a cálculos a 
veces complicados; al contrario, para las esperanzas matemáticas, la re- 
gla es simple e intuitiva: para tener la esperanza matemática total que 
corresponde a varios hechos fortuitos es suficiente hacer la suma de es- 
peranzas matemáticas que corresponden a cada uno de ellos. 

Pablo debe jugar tres tiradas a cara o cruz; según las convencio- 
nes hechas, si gana la primera se embolsará 10 pesos; si gana la segunda, 
20; si gana la tercera, 40 pesos. Su esperanza matemática total es 5 + 10 


e Para encontrar la esperanza matemática que corresponde a un billete de lotería, no hay más 
que dividir la suma total de los premios por el número de billetes; ése sería el valor que debiera 
tener el billete si el intermediario de la lotería no tuviera alguna ganancia y no hubiera gastos de 
publicidad. 


+ 20 = 35 pesos; tal es la suma por la cual él podría vender sus diversas 
posibilidades a un jugador dispuesto a un juego equitativo. Si este hecho 
no parece evidente, basta con observar que si un mismo comprador com- 
pra la esperanza matemática de Pablo y la de su compañero, debe pagar a 
ambos el mismo precio, puesto que la situación de Pablo y la de su com- 
pañero son idénticas; ahora, este comprador está seguro de ganar 70 pe- 
sos, suceda lo que suceda; luego, para que el juego no le aporte ni bene- 
ficio asegurado, ni pérdida segura, debe pagar 35 pesos a cada uno de los 
jugadores. 

Debemos admitir como evidente que si un juego se compone de 
varias partidas sucesivas y si cada partida es equitativa, el juego es equi- 
tativo en su conjunto; este principio es de una gran utilidad para la solu- 
ción de algunas cuestiones. 


29. Apliquemos la noción de esperanza matemática a la solución 
del problema siguiente que se llama problema de la gallina. 

Tres jugadores A, B, C, juegan a cara o cruz en las condiciones 
siguientes: Ay B hacen una primera tirada, al cabo de la cual el perde- 
dor se retira y cede su lugar a C; se procede de igual manera después de 
cada tirada: el perdedor se retira para ceder su lugar al tercer jugador; 
el jugador que haya ganado dos tiradas consecutivas ganará una suma 
m; ¿cuál es la esperanza matemática de cada jugador: 1” después de la 
primera partida? ¿2* al final del juego? 

Supongamos que A gana la primera tirada y designemos, des- 
pués de esta primera tirada, por a, b, c, las esperanzas matemáticas de A, 
B, C, que son respectivamente el jugador que permanece, el que sale y el 
que entra. Si A gana la segunda partida, el juego habrá acabado y A será 
el ganador; si A pierde, será el jugador que sale, B el que entra y C el 
que permanece. En la primera hipótesis (A ganador), A gana m; B y C 
no ganan nada; en la segunda (A perdedor) la esperanza matemática de 
A se vuelve b, la de B se vuelve c y la de C se vuelve a. Escribiremos 
que la esperanza matemática de cada uno de los jugadores es igual a la 
suma de las esperanzas matemáticas que resultan de cada una de estas 
dos hipótesis; como la probabilidad de cada hipótesis es la mitad obtene- 
mos estas ecuaciones 
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que son fáciles de resolver y dan 
2:23 b=:m € =:8 


Tales son las esperanzas matemáticas después de la primera tira- 
da; para obtener las esperanzas matemáticas a”, b', c* antes de esta pri- 
mera tirada, es suficiente observar que la esperanza matemática de C no 
puede ser modificada por el resultado de esta primera tirada; por otra 
parte, la suma de esperanzas matemáticas de A y B no está tampoco mo- 
dificada; porque para aquel que hubiera comprado a A y a B sus posibili- 
dades de ganar, le es indiferente que uno u otro gane esta primera tirada; 
se tiene forzosamente a' = b'; se obtiene así finalmente: 
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Se ve que al principio del juego, la situación de los jugadores A 
y B es un poco mejor que la del jugador C; si la suma a ganar m es de 14 
pesos, la esperanza matemática de A o de B vale 5 pesos y la de C vale 
solamente 4 pesos. 

La razón por la cual la noción de esperanza matemática es más 
manejable que la noción de probabilidad, es que las probabilidades no 
pueden sumarse por la misma regla simple que las esperanzas matemáti- 
cas, en razón de la complejidad de los casos posibles; la adición de las 
probabilidades conduciría, por otra parte, a las probabilidades superiores 
a la unidad, lo que sería un absurdo. 


Consideremos por ejemplo un jugador de dados que debe ganar 
6 pesos cada vez que su dado dé 5 puntos; su esperanza matemática por 
tiro es de un peso; su probabilidad de ganar un golpe aislado es de 1/6. 
Si juega 6 tiros, su esperanza matemática es de 6 pesos, es decir, igual a 
la apuesta; pero sería absurdo creer que su probabilidad de ganar es igual 
a 6 veces 1/6, es decir a la unidad; puede muy bien suceder que ninguno 
de los 6 tiros le sea favorable; pero puede suceder también que gane va- 
nas veces y es gracias a esta posibilidad de ganar más de 6 pesos que su 
esperanza matemática puede ser igual a 6 pesos, aunque en algunos ca- 
sos no gane nada. En realidad, la probabilidad para que él gane 6 tiradas 
y cobre 36 pesos es (1/6); la probabilidad para que gane 5 partidas y co- 
bre 30 pesos es (1/6)? 5/6 ... la probabilidad para que gane una sola y co- 


bre 6 pesos es (5/6)”; se podría obtener la esperanza matemática total 
multiplicando cada ganancia posible por su probabilidad y sumando los 
resultados; este cálculo, que puede ser simplificado por la utilización de 
la fórmula del binomio, conduce al mismo resultado que el cálculo direc- 
to y elemental: la esperanza matemática es 6 pesos. 

Cuando las probabilidades son muy pequeñas en relación al nú- 
mero de pruebas y la repetición del hecho favorable puede ser desprecia- 
da, la esperanza matemática da una aproximación de la probabilidad. Por 
ejemplo, Pedro tiene 2 billetes de una lotería en que juegan 10.000 bille- 
tes y 10 premios de 1.000 pesos; su esperanza matemática es de 2 pesos; 
se deduce que la probabilidad para que él gane 1.000 pesos es aproxima- 
damente el cociente de 2 por 1.000, es decir 0,002; en efecto, la probabi- 
lidad de ganar 1.000 pesos es igual al producto de 0,002 por la fracción 
1110 


1111, es decir 0,001998 ... y la probabilidad de ganar 2.000 pesos es 
1 


igual a 1000 :211. 

Estudiaremos más adelante los fenómenos físicos (radioactivi- 
dad) para los cuales la esperanza matemática tiene una expresión mucho 
más simple que la probabilidad. 


30. Para terminar lo que atañe a las probabilidades discontinuas, 
indiquemos cómo se debe calcular la unidad decimal de desviación para 


poder aplicar la regla simple que hemos expuesto en detalle en el caso 
del juego de cara o cruz. 

Designemos por p la probabilidad del acontecimiento observado 
y por q la probabilidad complementaria (q = 1 - p). La unidad decimal de 
desviación se obtiene multiplicando la raíz cuadrada del número de ex- 
periencias por = $£%. Consideremos, por ejemplo, 6.000 tiros jugados 
con un solo dado; la probabilidad de obtener 3 puntos, por ejemplo, es 
1/6; la probabilidad complementaria es 5/6; la unidad decimal de desvia- 
ción es entonces 


1 
2 + — *y6000 = 57,7 
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Sobre 6.000 tiros se esperará ver salir 1.000 veces 3 puntos; la 
probabilidad de una desviación igual o superior a n veces la unidad deci- 
mal es, siguiendo la regla general igual a 10”?, La probabilidad de una 
desviación superior a 58 es entonces un décimo, la probabilidad de una 
desviación superior a 116 es un diezmilésimo, la probabilidad de una 
desviación superior a 174 es un mil millonésimo?*. 

Cuando la probabilidad p es muy débil, la probabilidad q es muy 
próxima a la unidad; se puede entonces, según el grado de aproximación 
deseado, reemplazar q por la unidad; se observará entonces que el pro- 
ducto de la raíz cuadrada de p por la raíz cuadrada del número de expe- 
riencias, es igual a la raíz cuadrada del número esperado de casos favora- 
bles*; se puede entonces enunciar la regla más simple: 

En el caso en que la probabilidad es pequeña”, la unidad deci- 
mal de desviación es el doble de la raíz cuadrada del número esperado 


ds La fórmula aproximada que empleamos no distingue entre las desviaciones positivas y nega- 
tivas; es evidente que una desviación que pase de 1,000 es posible si es positiva e imposible si 
es negativa, porque es posible obtener el 3 más de 2.000 veces y no es posible que salga menos 
de cero vez. Pero la probabilidad de obtenerlo más de 2,000 es tan pequeña que prácticamente 
se puede despreciar esta disimetría. 

sd Porque tenemos Y? *** *= dea 


46 z mad ñ Ñ 
Inferior a un décimo, para fijar las ideas. 


de acontecimientos favorables”. La probabilidad de una desviación que 
exceda n veces esta unidad es 10?. 

Supongamos, por ejemplo, que el acontecimiento esperado sea 
la salida de un número determinado en la lotería. que tiene 90 números; 
la probabilidad es 1/90. Sobre 9.000 experiencias se podrán esperar 100 
aciertos; la unidad decimal de desviación es el doble de la raíz cuadrada 
de 100, es decir, 20; hay entonces una probabilidad igual a un décimo 
para que la desviación pase de 20, es decir, para que el número elegido 
salga menos de 80 veces o más de 120 veces*. La probabilidad de una 
desviación 40 será un diezmilésimo; si el empresario de la lotería piensa 
poder jugarse una posibilidad sobre 20.000 de estar en pérdida al cabo de 
9.000 golpes contra un jugador que apuesta por la salida de un número, 
se dirá que el caso más desfavorable es que este jugador gane 140 veces; 

2000 
puede entonces prometer pagarle por cada golpe ganado :H  =alrede- 
dor de 64 veces la apuesta; el juego sería equitativo si pagara 90 veces la 
apuesta. 

Repitamos todavía que la regla de la unidad decimal es una for- 
ma simplificada y aproximada de una fórmula más rigurosa que se dedu- 
ce ella misma por transformaciones analíticas, sin ninguna hipótesis, de 
las fórmulas de enumeración de las diversas posibilidades por medio del 
análisis combinatorio), enumeración de la que ya hemos dado ejemplos. 


31. Se da el nombre de problemas de probabilidades continuas, 
o probabilidades geométricas, a los problemas en los que el número de 
casos posibles es igual al número de posiciones posibles de un punto so- 
bre una recta, o en un plano, o al número de posiciones de una recta en el 
espacio, etc. Estudiemos primero el caso más simple. 


Se En el caso del juego a cara o cruz, la unidad decimal de desviación es igual al producto de 
multiplicar la raíz cuadrada de 2 por el número de acontecimientos esperados; se deben enton- 
ces esperar, término medio, desviaciones 2 veces más grandes cuando el acontecimiento espe- 
rado tiene una probabilidad pequeña. 

e Ls probabilidad de una desviación tan grande sobre 200 tiros de cara o cruz, de los cuales se 
espera 100 veces cara, es de un centésimo en lugar de un décimo. 
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Fig. 2 


Consideremos un segmento de recta AB y un punto M que supo- 
nemos sujeto a permanecer sobre AB (fig. 2). ¿Cuál es la probabilidad 
para que el punto M ocupe sobre AB una posición determinada? Se ve 
que el número de casos posibles es indefinido, porque el punto M puede 
variar de una manera continua entre A y B; es necesario entonces dar 
una definición nueva de la probabilidad. Una definición tal es evidente- 
mente una convención para el matemático, porque éste puede razonar so- 
bre no importa qué definición; pero no es una convención arbitraria; es 
sugerida a priori por el estudio práctico de diversas cuestiones y com- 
probada a posteriori por la conformidad de sus consecuencias con las 
observaciones. Cuando el matemático dice que es una convención, esto 
quiere decir simplemente que, no hallándose en condiciones de demos- 
trar esta definición de una manera rigurosa, prefiere considerarla como 
una convención y presentar así sus razonamientos abstractos absoluta- 
mente inatacables. 

La dificultad, que consiste en legitimar la convención, se en- 
cuentra así transportada al comienzo del estudio de cada caso particular 
concreto. 

La definición que adoptaremos es la siguiente: 

DEFINICIÓN. — La probabilidad para que el punto M se en- 
cuentre sobre un cierto segmento PQ de AB es proporcional a la longi- 
tud de ese segmento. 

Consecuencia.— Si se supone M sujeto a encontrarse sobre AB, 
la probabilidad para que M esté sobre AB es 1; luego la probabilidad 

e 
para que M esté sobre PQ es igual a la relación 4 

Discutiremos luego las objeciones y las críticas que se pueden 
hacer a esta definición así como las definiciones análogas para las proba- 
bilidades geométricas en el plano y en el espacio; nuestra conclusión se- 


rá que esas definiciones son legítimas, en el sentido de que ellas condu- 
cen a consecuencias que concuerdan con la experiencia, desde el mo- 
mento que las condiciones de la experiencia no se confabulan expresa- 
mente para hacerlas fallar. Pero, sin esperar esta discusión crítica, tene- 
mos el derecho de estudiar las consecuencias matemáticas de esta defini- 
ción de la probabilidad continua; llegaremos así a consecuencias cuyo 
valor será el mismo que el de la definición de que hemos partido. 

La mayor parte de los problemas de las probabilidades continuas 
dependen del cálculo integral; por esta razón, me contentaré con indicar 
los resultados, omitiendo las demostraciones; he aquí, sin embargo, algu- 
nos ejemplos que se pueden resolver no haciendo uso sino de procedi- 
mientos elementales. 


32. Dos puntos M y M' deben necesariamente encontrarse sobre 
un segmento AB, de longitud l; ¿cuál es la probabilidad para que la dis- 
tancia MM! sea inferior a kl, siendo k inferior a uno? 
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Fig. 3 
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Designemos por x la distancia AM; la probabilidad para que esta 

ax 
distancia esté comprendida entre x y x + dx es  . Tomemos (fig. 3) a 
partir de M a uno y otro lado, dos segmentos MC = DM = kl; para que 
MM! sea inferior a kl es necesario y suficiente que M' esté comprendido 
entre C y D; pero M' debe también estar comprendido entre A y B; hay 
que distinguir entonces varios casos, según las posiciones relativas de los 


puntos, C, A, D, B; como el segmento CD es igual a 2kl, será inferior o 
superior a AB según que k sea superior o inferior a Y»; examinaremos su- 
cesivamente estos dos casos, a cada uno de los cuales corresponden tres 
casos diferentes de figura. 


A 


Fig. 7 









En la fig. 7, que corresponde a k < Y tendremos 
AN '=Ik AH=HL=k PL=2kl LN=1(1-2k) 
7 pl 





Fig. 8 


Representemos el segmento AB = / (fig. 7 y 8) y elevemos en 
cada punto M de AB una ordenada MQ igual a la longitud del segmento 
que puede ocupar M' cuando M está al pie de la ordenada, el cociente de 
dividir por 2 el área (rayada oblicuamente) así obtenida representa la 
probabilidad buscada. 

En la fig. 8, que corresponde a k > Y, tendremos 


AN =kl AH=HL=(/-)! IL=/ LN=/Qk- 1). 


Sobre las 2 figuras, el área cubierta por rayas oblicuas es igual al 
rectángulo AA' B'B + triángulo A' B'I! — triángulo LNI, es decir: 


AB * AA' +, A*B? - Ya LN? 
Pero en las dos figuras tenemos: 


AB*AA'=Pk 
A Br=P 
LN? =P (1- 2h 
porque LN es igual a = / (1 - 2k); la probabilidad que se obtiene 
dividiendo el área por 1, es entonces 


1=11=2k7" 
4 





= 2k —k? 


Indiquemos otro método para llegar al mismo resultado; ponga- 


AM=x AM'=y 


La probabilidad para que AM esté comprendida entre x + dx, y 
axav 
M? entre y + dy es igual a !.! 

Si entonces se representa el punto P, cuyas coordenadas rectan- 
gulares son x é y (fig. 9), el punto será interior a un cuadrado OABC de 
lado 1, y la probabilidad para que esté dentro de un área determinada es 
proporcional a esta área. Ahora, la condición impuesta por el enunciado 
es que se tenga 

[x-y | <kl 


Lo que exige que P esté comprendido entre las rectas DE y FG, 
paralelas a OB que tienen por ecuaciones respectivas 


x- y =zxkl 


La probabilidad buscada es entonces igual a la relación del área 
ODEBGEPO al área del cuadrado; ahora, los dos triángulos rectángulos 
ADE y CFG forman, reuniéndolos, un cuadrado de lado (1 - k) /, (porque 
tenemos OD = OF = kl); la probabilidad buscada es entonces 


F — (1-k)3 12 
E 


=2k-— k? 





Fig. 9 


Como habría que esperar en este caso, la probabilidad crece 
constantemente cuando k varía de O a 1; para k=0 la probabilidad es 
igual a 0; para k = 1 la probabilidad es igual a 1; para k= 1 la probabili- 
dad es igual a Y. 


33. Uno de los problemas más célebres de probabilidades conti- 
nuas es el problema de la aguja que Buffón estudió teórica y experimen- 
talmente y fue el primero en darle una solución correcta. 

Sobre un plano horizontal se trazan paralelas equidistantes; se 
tira al azar, una aguja cilíndrica; ¿cuál es la probabilidad para que la agu- 
ja encuentre una de las paralelas? 

Designemos por 2 a, la distancia de las paralelas y por 2 / la lon- 
gitud de la aguja; se supone generalmente que / es inferior a a, de tal ma- 


nera que no puede haber sino un solo punto de intersección. Nos limita- 
remos a este caso. 

Un razonamiento ingenioso debido a Barbier* permite calcular 
sin dificultad la esperanza matemática del jugador que debe recibir 1 
peso por cada punto de intersección de la aguja con las paralelas; en el 
caso que / < a, como no puede haber allí más que uno de esos puntos, la 
esperanza matemática se confunde con la probabilidad. 

Consideremos una línea poligonal (abierta o cerrada), supongá- 
mosla materializada y arrojémosla al azar sobre las paralelas; es claro 
que la esperanza matemática del jugador que debe recibir 1 peso por 
cada punto de intersección es igual a la suma de las esperanzas matemá- 
ticas de los diversos lados del polígono, que son iguales a la suma de las 
esperanzas matemáticas para los segmentos iguales en que se pueden di- 
vidir los lados (supuestos conmensurables según el razonamiento clási- 
co). Se deduce entonces que la esperanza matemática buscada es pro- 
porcional a la longitud del polígono. Ahora bien, si este polígono devi- 
niera un círculo de diámetro 2 a, ella es evidentemente igual a 2, porque 
hay siempre dos puntos de intersección y dos solamente; la longitud de 
un círculo tal, es 2 1 a; la esperanza matemática por unidad de longitud 
es entonces 





Para una aguja de longitud 2 / volvemos a encontrar el resultado 


Ti1 dado por Buffón; en el caso en que a = 2 1, es decir, en que la dis- 
tancia de las paralelas es el doble de la longitud de la aguja, la probabili- 
dad es la inversa de la relación de la circunferencia al diámetro. 

El problema de la aguja es del tipo de problemas de probabilida- 
des continuas en el que la “comprobación experimental” es fácil; toman- 
do una aguja de coser de dimensión media y arrojándola al azar sobre 
una hoja de papel que tenga trazadas paralelas equidistantes (siendo la 
distancia, para fijar ideas, el doble de la longitud de la aguja), se encuen- 


ida Journal de Liouville, 1860 (2? serie, t. V). 


tra generalmente, en algunas centenas de pruebas, un valor del número T 
bastante aproximado (tomando el cociente del número total de pruebas 
por el de las pruebas en que la aguja corta una de las paralelas). Hay que 
tener cuidado, es claro, de evitar tirar la aguja de una manera tal que su 
dirección sea sensiblemente paralela, o sensiblemente perpendicular, a la 
dirección de las paralelas trazadas sobre el papel; un buen método con- 
siste en arrojar la aguja al aire de tal manera que caiga más o menos ver- 
ticalmente sobre una de sus extremidades; la dirección que toma, es así 
influenciada lo menos posible por la manera particular adoptada al arro- 
jarla. 


34. Joseph Bertrand, en su célebre trabajo sobre el Cálculo de 
las probabilidades, ha criticado la teoría de las probabilidades continuas. 
Su crítica se refiere a la definición misma de la probabilidad elemental, 
desde el momento que hay una infinidad de casos posibles. Se sabe que 
un número x está comprendido entre 0 y 10, ¿cuál es la probabilidad para 
que esté comprendido entre 0 y 5? El buen sentido conduce a responder 
que esta probabilidad es 5/10 ó Y, pero este pretendido buen sentido es 
ilusorio, observa Bertrand, porque si consideramos el cuadrado de x, es 
claro que si x está comprendido entre 0 y 10, su cuadrado está compren- 
dido entre O y 100 y si x está comprendido entre 0 y 5, su cuadrado está 
comprendido entre O y 25: el mismo buen sentido nos dará como proba- 
bilidad de esta última eventualidad 25/100 o sea 4. Encontraremos, así, 
aun otro valor para la probabilidad si consideramos el cubo de x, o el lo- 
garitmo de x o alguna otra función de x. La conclusión de Bertrand pare- 
ce ser que los problemas de probabilidades continuas son puros juegos 
matemáticos, pero qué no responden a realidad alguna; la definición de 
probabilidad elemental es arbitraria; de esta definición arbitraria se sacan 
consecuencias lógicas, pero estas consecuencias participarán siempre de 
la arbitrariedad de la definición. 

Esta actitud escéptica no está de acuerdo con los hechos. Puede 
uno darse cuenta fácilmente por un ejemplo mismo de Bertrand. 


PROBLEMA. — Se traza al azar una cuerda en un circulo; ¿cuál 
es la probabilidad para que su longitud sea superior al lado del triángu- 
lo equilátero inscripto? 

Bertrand cita este problema como ejemplo de un enunciado in- 
completo; y da, en efecto, tres soluciones que conducen a resultados di- 
ferentes. 


Primera solución. — Se puede, por razones de simetría, dar la 
dirección de la cuerda; el punto de intersección de esta cuerda con el diá- 
metro perpendicular a esta dirección deberá entonces encontrarse sobre 
un segmento igual a la mitad de la longitud de este diámetro (porque la 
distancia al centro del lado del triángulo equilátero inscripto es igual a la 
mitad del radio); la probabilidad es entonces Y. 


Segunda solución. — Se puede, por razones de simetría, dar una 
de las extremidades de la cuerda sobre el círculo; la tangente en ese pun- 
to y los dos lados del triángulo equilátero inscripto, teniendo ese punto 
como vértice, forman tres ángulos de 60%; la dirección de la cuerda debe 
estar en el interior de uno de estos tres ángulos con exclusión de los 


de 1, 
otros dos; la probabilidad es entonces **. 


Tercera solución. — Para fijar la posición de una cuerda, es su- 
ficiente dar su punto medio; para que la cuerda satisfaga la condición del 
enunciado, es necesario que su punto medio sea interior a un círculo con- 
céntrico al círculo dado y de radio igual a la mitad; la Superficie de este 
círculo es un cuarto de la superficie del círculo dado; la probabilidad es 
entonces 4. 

¿Debemos pensar que estas tres soluciones sean igualmente bue- 
nas y por consiguiente igualmente malas? De ninguna manera, se trata 
simplemente de precisar la manera cómo se hará la comprobación expe- 
rimental, es decir cómo se procederá para trazar una cuerda al azar en un 
círculo; si se obliga a esta cuerda a pasar por un punto fijo del círculo, o 
si se fija su medio al azar, es la segunda o la tercera solución la que es 
buena; pero es fácil ver que la mayor parte de los procedimientos natura- 
les que uno puede imaginarse conducen a la primera. 


Si, por ejemplo, se arroja un disco circular sobre un plano en 
que se han trazado rectas, la probabilidad para que una de las cuerdas in- 
terceptadas sea superior al lado del triángulo equilátero es igual a Y; lo 
mismo sucede si se consideran las cuerdas interceptadas sobre el disco 
circular de la luna por la trayectoria de una estrella ocultada, o las cuer- 
das descriptas en el campo circular de? un anteojo astronómico por los 
astros que no han sido vistos, y que ocupan, por consiguiente, una posi- 
ción cualquiera en el campo del anteojo. 

Se puede fácilmente” tratar un problema que es la generaliza- 
ción del precedente (probabilidad para que una cuerda de un círculo ten- 
ga una longitud superior a una longitud dada) y deducir de la solución de 
este problema la solución del problema de la aguja. Se obtendrán así 
para el problema de la aguja tres soluciones diferentes según que se haya 
elegido la primera, la segunda o la tercera de las soluciones propuestas 
por Bertrand. Como la solución experimental del problema de la aguja 
no ha sido negada, uno se ve obligado, en este caso práctico, a compro- 
bar que la primera de las soluciones de Bertrand es la única buena; no 
nos corresponde entonces, modificando arbitrariamente una definición, 
modificar la solución del problema. 


35. He aquí otro ejemplo de problema de probabilidades conti- 
nuas en el cual veremos también que la actitud de Bertrand es muy es- 
céptica. Este problema es un ejemplo de problemas de probabilidades re- 
lativos a la posición de puntos sobre una esfera. 

Estos problemas tienen cierta importancia porque se los puede 
relacionar como veremos en el capítulo siguiente, a diversas cuestiones 
relativas a la posición de las estrellas en la esfera celeste. 


PROBLEMA. — Dos puntos M y M' son tomados al azar sobre la 
superficie de la esfera; ¿cuál es la probabilidad para que el arco más 
pequeño de circulo máximo MM! sea inferior a a? 

La probabilidad será la misma cualquiera que sea la posición de 
M ahora, cuando el punto M está fijado, M' debe encontrarse sobre un 


an Ver mis Elements de la théorie des probabilités, p. 111. 


casquete esférico AB, correspondiente a un semiángulo central MOA = 
o. (fig. 10). Se tiene entonces, designando por R al radio de la esfera. 





MP = OM —OP=R (1 -—cos a) 
La relación entre el área del casquete y el área de la esfera es: 


MP 1-—cosa 
2R 2 





a 
= sen? 
2 


Tal es la probabilidad buscada; si a es muy pequeña, se puede 
qe 


reemplazar el seno por el arco y tomar por valor aproximado 


TEA 
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Fig. 10 


Bertrand indica al mismo tiempo que el método precedente, otro 
razonamiento que conduce a un resultado totalmente diferente”. Cuando 
se dan dos puntos M y M', el arco de círculo máximo que los une está 
determinado”; siendo análogos todos los arcos de círculo máximo de 
una misma esfera, no se varía la probabilidad fijando este arco de círculo 
máximo; ahora, la probabilidad para que los puntos M y M' de un círculo 

a 


sean tales que el arco MM! sea inferior a a. es como hemos visto TT; este 


A J. Bertrand, Cale, des probabilités, cap. L. 


iS Se puede descartar el caso en que la probabilidad es evidentemente nula, en que M y M' son 
diametralmente opuestos. 


resultado es muy diferente del precedente, sobre todo si a es muy peque- 


¿ : , Q = E has 
ño; si la medida de a es 1? se tendrá ¡819 y por consiguiente: 
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La relación entre el segundo valor y el primero es II es decir, 
más de 200. ¿Debemos estar de acuerdo con Bertrand en que el proble- 
ma propuesto no puede ser resuelto y que la primera solución que hemos 
dado es incorrecta? Esta solución es, al contrario, la única correcta, si se 
admite el postulado relativo a la probabilidad elemental, es decir si se 
consideran todas las porciones iguales de la esfera como equivalentes en- 
tre sí desde el punto de vista de la probabilidad que tiene el punto M o el 
punto M' de encontrarse sobre dicha esfera. Ahora, en su segundo razo- 
namiento, Bertrand parece dispuesto a admitir esta clase de homogenei- 
dad, si así puede decirse, que hace contemplar todos los puntos de la es- 
fera como equivalentes entre sí. Este segundo razonamiento involucra, 
entonces, una causa de inexactitud, que no está de más poner en eviden- 
cia. Examinémosla más de cerca. 





M 





Fig. 11 


Se comienza por afirmar que la probabilidad no varía cuando se 
fija el arco de círculo máximo sobre el que se encuentran M y M! y la 
posición de M sobre este círculo máximo: esto es evidente por razones 
de simetría. El error comienza cuando, estando fijados el círculo máximo 


y el punto M, se considera que la probabilidad para que M” se encuentre 
sobre un arco dado de este círculo máximo es proporcional a la longitud 
de este arco. Si el arco de círculo máximo no tiene espesor, es necesario, 
para hablar rigurosamente, asignarle valor cero a la probabilidad para 
que M y M' se encuentran sobre este círculo; para no tener este factor 
cero, que hace imposible todo cálculo, se debe considerar un haz delgado 
de arcos de círculo máximo que pasen por un mismo punto M y entonces 
se ve que la probabilidad cuando M! está situado a un cuadrante de M es 
mayor que cuando está en la vecindad de M (fig. 11). Supongamos, por 
ejemplo, que la esfera sea la esfera terrestre, M el polo y M' el punto de 
caída de un bólido que se mueve en el espacio siguiendo una ley desco- 
nocida, con una velocidad mucho mayor que la velocidad de la tierra. Se 
pregunta cuál es la probabilidad para que el punto de caída M” tenga una 
latitud norte superior a 89; el razonamiento de Bertrand vuelve a decir: 
se puede suponer conocida la longitud del punto de caída M', suponer, 
por ejemplo que M' se encuentra sobre el meridiano de París; todos los 
puntos de este meridiano son entonces igualmente probables. Veremos 
que, aun aceptando este punto de vista, se llegará, en estrecho acuerdo 
con la comprobación experimental, a comprobar que todos los puntos del 
meridiano no son igualmente probables: ¿cómo, en efecto, se comproba- 
rá que un punto M' está sobre el meridiano de París? Determinando su 
longitud con la ayuda de observaciones astronómicas y de un cronóme- 
tro; esta determinación se hace con una cierta precisión angular; supon- 
gamos que esta precisión sea de 0",1, por ejemplo: esto quiere decir que 
se considera, no la línea ideal, sin espesor, que sería el meridiano teórico, 
sino el espacio comprendido entre 0",1 de longitud Este y 0",1 Oeste y 
este espacio es mucho mayor en el ecuador que en la vecindad del polo: 
la probabilidad para que la latitud de M' esté comprendida entre 0? y I” es 
entonces mucho mayor que la probabilidad para que esta latitud esté 
comprendida entre 89” y 90". 

Se podría pensar que, para refutar el razonamiento precedente, 
bastaría sustituir las observaciones astronómicas para la determinación 
de la longitud, por medidas geodésicas. Supongamos entonces que, por 
medidas de una gran precisión, se haya llegado a trazar un meridiano so- 
bre la superficie terrestre; se tendrá, al menos, fijados cierto número de 


hitos, suficientemente próximos como para que dos, por lo menos, sean 
vistos desde todos los puntos del meridiano, y sobre cada uno de estos 
hitos un trazo vertical extremadamente delgado hace conocer su intersec- 
ción con el plano del meridiano. Se supondrá ahora que el centro de gra- 
vedad M' del bólido se encuentra sobre el meridiano así definido; la pro- 
babilidad, ¿no será la misma en el ecuador que en el polo? Sí, sin duda, 
si los trazos verticales dibujados sobre los hitos tienen en todas partes el 
mismo espesor, pero este espesor uniforme de los trazos es contradicto- 
rio con la noción de meridiano: cualquiera que sea el espesor elegido 
para el trazo del hito situado en el ecuador (digamos, por ejemplo, un dé- 
cimo de milímetro), los dos bordes de este trazo definen con el polo dos 
meridianos, cuyo ángulo es sin duda muy pequeño, puesto que su des- 
viación en el ecuador es solamente un décimo de milímetro, pero esta 
desviación es todavía más pequeña cuando se aproxima al polo.; si se ha- 
cen en el ecuador dos trazos verticales vecinos, teniendo cada uno un dé- 
cimo de milímetro de espesor, el borde derecho de uno coincidente con 
el borde izquierdo del otro, no será posible prolongar hasta el polo los 
meridianos así definidos, conservándoles su ancho de un décimo de mili- 
metro: si se llegase a realizar esta construcción geodésica infinitamente 
delicada, los trazos de un décimo de milímetro que serían trazados a una 
latitud cualquiera avanzarían uno sobre el otro tanto más cuanto la lati- 
tud se aproxime a los 90%, de manera que en la región común a estos tra- 
zos, no tendríamos ninguna razón para decir que nos encontramos sobre 
uno u otro de los meridianos definidos en el ecuador. 

Esta discusión un poco larga no ha sido inútil para reducir a su 
justo valor la ocurrencia de Bertrand, a la que él mismo no le atribuía 
más valor del que realmente tiene*. Se la debe considerar como un ejem- 
plo para poner en guardia contra los razonamientos inexactos. 


36. Henri Poincaré retomó la discusión de las paradojas de Jose- 
ph Bertrand, con el espíritu de generalización analítica y la forma parti- 
cular de crítica que constituyen el fondo de su filosofía. 


qe Ver Darboux, Eloge historique de Joseph Bertrand. A propósito de la paradoja análoga de 
que hemos hablado recién, Darboux dice que Bertrand conocía la solución, pero prefería dejár- 
sela adivinar a su lector. 


Primero, Poincaré observa que una variable continua x puede 
sustituirse por una función continua cualquiera f (x) de esta variable y 
reemplazar el problema de probabilidad relativa a x, por el problema co- 
rrespondiente relativo a f (x); la misma observación se extiende al caso 
en que se tienen muchas variables en lugar de una sola; extraemos inme- 
diatamente la conclusión de que la definición de la probabilidad elemen - 
tal es enteramente arbitraria, puesto que podemos hacer variar esta defi- 
nición según una ley que depende de una función continua absolutamen- 
te cualquiera”. Habiendo llegado a tal punto, otro que no fuera Poincaré 


1 Si la posición de un punto depende de 2 variables, se introducirá una función arbitraria cp 
(x, y) sujeta a la doble condición de ser positiva y de verificar la relación: 


IM f els y) dx dy=1 


y la probabilidad para que el punto x, y esté en un área (S) se expresará por la integral doble 
fo is 


De una manera general, si escribimos 








x=f(a,P) 
y=g(u, fp) 

a IE 

$ a.li:= pax; E 8) 


la probabilidad se expresará por la fórmula 


TE : é(a,B)dad Ú 


designando por > el área (supuesto que no se recubre a sí misma) que corresponde, en el cam- 
po de las variables a, f), al área S en el campo de las variables x, y. 
Se puede, de una infinidad de maneras (bajo condiciones de continuidad para q que no enuncia- 


remos) determinar el cambio de variables de manera que se tenga NL ) =:1 
La probabilidad se transforma entonces en:, 


E dadf 


se hubiera detenido, puesto que el resultado es enteramente negativo. 
Pero muy por el contrario, Poincaré introdujo una idea nueva y muy inte- 
resante. 


37. Cualquiera que sea, en efecto, el interés analítico de los cál- 
culos sobre las funciones arbitrarias, no alcanzaría a justificar la intro- 
ducción de estas funciones arbitrarias si no se presentare frecuentemente 
una circunstancia muy notable, sobre la que Poincaré ha sido el primero 
en llamar la atención: en algunos casos, el resultado final del cálculo es, 
en amplia medida, independiente de la elección de la función arbitraria; 
es suficiente suponer que esta función satisface a condiciones bastante 
amplias relativas a su continuidad o al sentido de su variación. Vamos a 
darnos cuenta de este hecho importante por el estudio de un problema 
simple. 


PROBLEMA. — Un cuadrante circular está dividido en 2x partes 
iguales, pintadas alternativamente en blanco y en negro; una aguja se 
mueve alrededor del centro del cuadrante y es lanzada con una fuerza 
suficiente para hacer, antes de detenerse, varias veces la vuelta del cua- 
drante; ¿cuál es la probabilidad para que se detenga frente a una divi- 
sión blanca del cuadrante? 


Se observará que el enunciado no menciona la posición inicial 
de la aguja; el resultado es, en efecto, sensiblemente independiente de 
esta posición gracias a la hipótesis de la fuerza con que ha sido lanzada 
la aguja; si el impulso inicial ha sido muy débil, no haciéndole recorrer 2 
0 3 divisiones, ya no sería lo mismo. 

Designemos por 6 el ángulo total que gira la aguja; este ángulo 
aumenta en 21 a cada vuelta completa del cuadrante; según la hipótesis, 


es decir, es proporcional al área >. Estas variables a, $ así determinadas, serán llamadas varia- 

bles normales para la función q (x, y) que fue dada a priori. Así, para toda función arbitraria, 
hay variables convenientemente elegidas que hacen esta función arbitraria igual a la unidad y 
que por consiguiente pueden justificar por su empleo la elección en apariencia arbitraria. Pero, 
no hay que perder de vista que lo arbitrario en la elección de las variables no tiene más base 
concreta que lo arbitrario en la elección de la función qp (x, y); a un problema determinado co- 
rresponden variables bien determinadas, que no dependen más que de la manera como se ha 
planteado el problema. 


el ángulo sobrepasa siempre los primeros múltiplos enteros de 2. Su- 
pongamos que sea siempre una misma persona la que lanza la aguja: po- 
dremos designar por q (0) d 6 la probabilidad para que el ángulo total en 
que gira esté comprendida entre 0 y 0 + d 6; la función q (0) es nula 
cuando es inferior a 21, ya que la aguja da siempre más de una vuelta; 
será nula también cuando 8 sobrepase 100x, si se supone que la persona 
que lanza la aguja, empleando toda su fuerza, es incapaz de hacer dar a 
la aguja más de 50 vueltas; cuando O está comprendida entre 2x1 y 100x, 
no haremos sobre la función q (0) más que hipótesis de continuidad, es- 
tas hipótesis son naturales si se supone que el aparato está bien construi - 
do desde el punto de vista de la igualdad de las resistencias pasivas que 
frenan el movimiento de la aguja; si, como consecuencia de un defecto 
del aparato, se produce una resistencia mayor en la proximidad de un 
cierto valor de 0, las detenciones serán más frecuentes en esta región y sl 
esta región corresponde a una división blanca del cuadrante, la probabili- 
dad para que se detenga frente a esta división se encontrará aumentada. 


Y 





Fig. 12 


Nuestra hipótesis sobre O equivale entonces a lo siguiente; la 
función 
y=0 (x) 
puede ser representada por una curva continua como en la fig. 


12; tenemos por otra parte 
+00 
p() dx =1 


Hemos dibujado esta curva con un solo máximo; el razonamien- 
to sería análogo si hubiera varios, en número limitado. En ambos casos, 
se llega cómodamente a probar, basándose únicamente en la continuidad, 
que la relación de la suma de las áreas rayadas oblicuamente, en la fig. 
12, con la suma de las áreas no rayadas, difiere muy poco de la unidad, 
desde el momento que las ordenadas son suficientemente numerosas. La 
probabilidad buscada es entonces igual a Y. 

Este resultado es muy interesante, pero este interés no debe 
ocultar lo que tiene de convencional con una introducción demasiado 
sistemática de las funciones arbitrarias. 

Desde el momento que estos problemas tienen un sentido con- 
creto, es decir, son susceptibles de un estudio experimental, la definición 
a adoptar para la probabilidad elemental es una consecuencia necesaria 
de la técnica experimental adoptada; no hay entonces lugar para una de- 
finición arbitraria. Es en algunas cuestiones de probabilidades de las cau- 
sas que el artificio analítico de Poincaré parece prestar mejores servicios. 

La actitud de Poincaré, ya se ha notado, no es escéptica sino en 
apariencia; si la definición de la probabilidad continua no le parecía ab- 
solutamente satisfactoria, es porque él prefirió siempre una certidumbre 
abstracta a una certidumbre concreta y ya que la introducción de la fun- 
ción continua arbitraria le ha permitido alcanzar este grado superior de 
certidumbre, ya está satisfecho de este progreso y no se inquieta por sa- 
ber si el exceso de sus exigencias pone en peligro de llevar hasta el es- 
cepticismo a los espíritus menos fuertes que el suyo, ya que sólo las ha 
impuesto para experimentar el placer intelectual de satisfacerlas. 


CAPÍTULO IV 


PROBABILIDAD DE LAS CAUSAS 


38. Definición y ejemplos simples. - 39. Fórmula 
de Bayes. - 40. Problema del rey y del tramposo. - 41. La 
probabilidad de las causas en psicología, filología, arqueolo- 
gía, etc. - 42. Las posiciones de las estrellas y la crítica de 
Bertrand. - 43. Algunas palabras sobre errores de observa- 
ción. 


38. Se ha dado el nombre de problemas de probabilidades de las 
causas a una categoría de problemas en los que se propone, conociendo 
un acontecimiento, determinar las probabilidades de acontecimientos an- 
teriores desconocidos, pero en relación con el acontecimiento conocido. 

Estos acontecimientos anteriores, no son sin embargo entera- 
mente desconocidos; se supone que se conoce lo que se llama su proba- 
bilidad a priori, es decir, la probabilidad que ellos tendrían si el aconte- 
cimiento conocido no se hubiera producido; se propone determinar su 
probabilidad a posteriori, es decir después que se haya producido. 

Demos algunos ejemplos simples. 


PROBLEMA l. — Dos urnas A y B encierran, la urna A: 3 boli- 
llas blancas y una negra; la urna B, 1 bolilla blanca y 3 negras. Se ex- 
trae una bolilla de una de las urnas; elegida al azar y se constata que es 
blanca; ¿cuál es la probabilidad para que la urna elegida sea A? 


En este enunciado, la indicación según la cuál la urna es elegida 
al azar, significa que la probabilidad a priori es la misma para la urna A 
y para la urna B; es entonces para cada una de ellas igual a Y. 

Encerrando cada una de las urnas el mismo número de bolillas, 
la probabilidad de extraer una cualquiera de las bolillas es la misma; 


como hay 3 bolillas blancas en A y 1 en B, la probabilidad para que la 
bolilla blanca extraída sea una de las bolillas de A es 3/4; tal es la proba - 
bilidad buscada. 

Se puede también razonar así: imaginemos 40 sistemas de dos 
urnas 41, Az, ... Aso; lo mismo con respecto a B; emparejadas de dos en 
dos, todas las urnas A 1; tienen la misma composición que la urna A y to- 
das las urnas B; tienen la misma composición que la urna B. Suponga- 
mos que se extrae una bolilla al azar de una urna de cada pareja elegida 
al azar; se puede presumir que la urna elegida será A en 20 de las parejas 
y B en las otras 20; ahora, si se extrae 20 veces una bolilla de una urna 
cuya composición es A, la hipótesis más probable es que se obtendrán 15 
blancas y 5 negras; asimismo se obtendrán 5 blancas y 15 negras en las 
20 extracciones de urnas B; lo que permite formar el cuadro siguiente: 


20 dan 15 5 
extr. A blancas negras 

20 a 15 
“oB “ “ 

40 “20 20 


Se ve que las 20 extracciones que han dado bolillas blancas se 
descomponen en 15 que provienen de urnas A y 5 que provienen de ur- 
nas B; la probabilidad para que una de ellas provenga de una urna A es 
entonces 15/20 o lo que es lo mismo 3/4. 


PROBLEMA Il. — Se tiene 3 cofrecitos, cada uno tiene 2 cajo- 
nes; el primer cofrecito encierra en cada cajón una moneda de oro, el 
segundo encierra una moneda de plata y una moneda de oro y el tercero 
dos monedas de plata. Se abre uno de los cajones y se encuentra una 
moneda de oro; ¿cuál es la probabilidad para que el segundo cajón del 
mismo cofrecito encierre una moneda de oro? 


La cuestión viene a ser la siguiente: ¿cuál es la probabilidad 
para que el cajón abierto pertenezca al primer cofrecito? Ahora, tres ca- 


jones encierran una moneda de oro; la probabilidad para que hayamos 
abierto alguno de ellos es entonces 1/3, porque esos tres cajones se supo- 
nen exteriormente idénticos; la probabilidad buscada es entonces 2/3 
puesto que hay 2 cajones con una moneda de oro en el primer cofrecito. 


PROBLEMA III. — Se tienen 10 urnas de las que una Á, encierra 
5 bolillas blancas y una negra, las otras 9, B, encierran cada una 2 
blancas y 2 negras. Se extrae una bolilla de una urna elegida al azar y 
se constata que es blanca. ¿Cuál es la probabilidad para que la urna 
eligida sea A? 


No se puede aquí razonar tan simplemente como en los proble- 
mas precedentes porque las urnas B no encierran el mismo número de 
bolillas que la urna A; se puede, empleando el mínimo común múltiplo, 
llegar a este caso. Nada cambiará, en efecto, si se duplica el número de 
bolillas de la urna A conservando sus proporciones y si se triplica de 
igual manera el número de bolillas de las urnas B; la urna A contendrá 
entonces 10 blancas y 2 negras y cada urna B contendrá 6 blancas y 6 
negras; hay en total 10 + 6 X 9 = 64 bolillas blancas, de las cuales 10 es- 
tán en A; la probabilidad de que se haya elegido la urna A para extraer la 
bolilla blanca es entonces 10/64 = 5/32. 


39. La solución general de los problemas de probabilidades de 
las causas análogos a los precedentes está dado por la fórmula de Bayes, 
que vamos a establecer. 

Consideremos n urnas entre las cuales que designaremos indife- 
rentemente A; tienen la misma composición y encierran una proporción 
pi de bolillas blancas; asimismo n2, urnas Az que encierran una propor- 
ción p2 de bolillas blancas nx urnas Az encierran una proporción px de 
bolillas blancas. Las n = 11 + n2 +... + nz umas se suponen idénticas ex- 
teriormente; elegida una de ellas, se extrae una bolilla, y se encuentra 
que es blanca. ¿Cuál es la probabilidad P: para que la urna elegida sea 
una de las urnas A? 


Supondremos que cada urna encierra el mismo número N de bo- 
lillas; las urnas 4. encerrarán cada una pi N bolillas blancas”, las urnas 
A) encerrarán cada una p, N, etc., de manera que el número total de boli- 
llas blancas es 

nP.N+nmpN+..+npkN 


entre las cuales n¡p¡N pertenecen a una de las urnas. A¡. La pro- 


babilidad P¡ para que la bolilla blanca extraída provenga de una urna 4+ 
es entonces: 
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Se escribe a menudo esta fórmula bajo otra forma, resultando: 
n¡0172 Nn2 02M nk=0n 


La fórmula es entonces 
Z- Ús 
B, E = - 
TT E 
La significación de los números (1 es muy simple. 
Si se elige una urna al azar, la probabilidad para que la urna ele- 


gida sea de la especie A¡ es wm puesto que ww, es la relación del número n; 





de las urnas 4 con el número total n de urnas. Se dirá por esta razón, que 
wm es la probabilidad a priori (es decir antes de toda extracción) para que 
la urna elegida sea de la especie A; la probabilidad que hemos calculado 
P;¡ es llamada entonces probabilidad a posteriori y la fórmula precedente 
es la fórmula de Bayes. Se la puede demostrar por el razonamiento si- 
guiente, en que se hace uso de teoremas sobre las probabilidades totales 
y compuestas. 

Evaluemos la probabilidad para que la extracción dé una bolilla 
blanca extraída de Ay; evaluaremos esta probabilidad de 2 maneras in- 
virtiendo el orden de las 2 condiciones a que debe satisfacer la bolilla: 1? 
debe ser blanca; 2? debe ser extraída de A. 


55 A a : » 
El número N está elegido de tal manera que p¡N, p2N sean números enteros. 


1* La probabilidad para que la bolilla extraída sea blanca es una 
probabilidad total, porque la bolilla blanca puede ser extraída, sea de ur- 


nas Ay, sea de urnas A, etc.; su valor es entonces: 


Uyóba — Dglds "+ Unúle 


Por otra parte, la probabilidad para que una bolilla extraída, 
cuando se sabe que es blanca, provenga de A; ha sido designada por Py; 
la probabilidad buscada es entonces 


0) Pi (Up: — 007 ==""4+ Uzdn) 


2” La probabilidad de que la bolilla extraída provenga de A; es 
igual a (1; sabiendo que ella proviene de Aj, la probabilidad para que 
sea blanca es p;¡, la probabilidad buscada es entonces 


0) Ojós 


Igualando los dos valores hallados (1) y (2), se encuentra perfec- 
tamente la fórmula de Bayes. Esta última demostración se aplica cual- 
quiera sea la naturaleza de las experiencias en que sean puestas en juego 
las probabilidades; lo que hace a veces que las aplicaciones sean difíci- 
les, es la incertidumbre que reina sobre el valor de las probabilidades a 
priori. 

Demos algunos ejemplos: 


PROBLEMA IV. — Una urna A encierra un número desconocido 
de bolillas blancas o negras; se hacen varias extracciones sucesivas, 
volviendo a poner la bolilla extraída después de cada extracción; el re- 
sultado de estas extracciones es la extracción de r bolillas blancas y de s 
bolillas negras. ¿Cuál es la composición más probable de la urna? 


Parecería que la composición más probable es tal, que la rela- 
ción del número de bolillas blancas al número de bolillas negras sea 
igual a la relación de r a s: pero este resultado no será exacto si no se 
hace sobre las probabilidades a priori de hipótesis no solamente muy 
particulares, sino variables con los valores de r y s; esto es lo que se de- 
mostrará con el estudio de un ejemplo particular. 

Supongamos r = 2, s = 0, es decir que las dos extracciones con- 
secutivas hayan dado bolillas blancas, y que se sabe que la urna encierra 
6 bolillas. Se puede hacer sobre su composición 7 hipótesis que designa- 
remos con la letra Ay Aj, ..., Ag, la hipótesis Ax sería aquella en que la 
urna encierra 6-k blancas y k negras. En cada una de estas hipótesis la 
probabilidad de extraer dos blancas consecutivas está dada por el cuadro 
siguiente: 


6 
blancas Up =-. 
» 0 negras 
A 5 SY 25 
blancas Ppa=U=) = 36 
y 1 negra 6 6 
A Ñ ti 16 
blancas Pa = =) == 
a 2 negras 36 
A 3 2 9 
blancas De = 8 == 
> 3 negras 36 
A 2 2 4 
blancas MS E) = — 
a 4 negras 36 
1 
A 2 
blanca 5 Pa = E = A 
3 negras 36 
EN 0 
blanca 6 Da =N 


negras 


Si entonces se designa por “%; + 4y Lora === 25 las probabi- 
lidades a priori de estas 7 hipótesis, sus probabilidades a posteriori Po, 
P,, P» ... Ps están dadas por las fórmulas 
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Se ve que es posible determinar “o +4.» e de manera que 
Po, P,, ... Ps tengan valores positivos cualesquiera cuya suma sea igual a 
la unidad (se tiene forzosamente que: Ps = 0, porque si se han extraído 
bolillas blancas, seguramente no se está en el caso en que la urna encie- 
rre solamente bolillas negras). 


Es entonces necesario hacer hipótesis sobre “c+ io. Lg, es 
decir, de completar el enunciado. Una hipótesis plausible consistirá en 
suponer estas probabilidades a priori iguales entre ellas, es decir, admitir 
que las 7 composiciones posibles están representadas por 7 urnas entre 
las que se elige al azar; esta hipótesis da: 

an. p_2% . a: y 1 
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Otra hipótesis consistiría en admitir que la urna ha sido llenada 
por medio de extracciones efectuadas de una urna que encierra en pro- 
porciones iguales bolillas blancas y negras; se tiene entonces según el 
triángulo aritmético: 








! 04 
ra = ri = 5 
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y por consiguiente se obtiene 
7. na A y A act a 
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Se ve que este resultado difiere mucho del precedente; la hipóte- 
sis más probable es aquí aquella según la que la urna contiene 4 blancas 
y 2 negras, porque la probabilidad a priori de esta hipótesis es mucho 
mayor que la probabilidad a priori de la hipótesis de la urna encerrando 
exclusivamente bolillas blancas. 


40. Hay casos en que la evaluación de la probabilidad a priori es 
simplemente un caso de apreciación; el resultado está en función del va- 
lor que se ha atribuido a esta probabilidad. He aquí un ejemplo clásico. 


Pedro juega al “ecarté” con un desconocido quien, la primera 
vez que da las cartas, da vuelta el rey. ¿Cuál es la probabilidad para 
que el compañero de juego de Pedro sea tramposo de profesión? 


En la solución que Poincaré da de este problema, admite implí- 
citamente que un tramposo de profesión da vuelta el rey cada vez que 
tiene ocasión de hacerlo. A pesar de que yo no haya frecuentado —más 
que Poincaré— el mundo donde se trampea, esta hipótesis me parece 
muy poco verosímil; un jugador honesto da vuelta el rey por término 





medio una vez sobre ocho; parece difícil que un individuo a quien acom- 
paña la buena suerte en cada jugada no llame rápidamente la atención; 
un tramposo, por lo tanto, preferiría variar sus medios de acción y, en 
todo caso, no tratará de forzar la suerte cuando ésta le sea favorable es- 
pontáneamente. Parece entonces que uno se aproxima a la verdad eva- 
luando en Y4, por ejemplo, la probabilidad para que un tramposo dé vuel- 


ta el rey, ya que esta probabilidad es 2 para un jugador honesto. 

Designaremos por w la probabilidad a priori de que el compañe- 
ro de Pedro sea tramposo; la probabilidad a priori para que sea honesto 
es 1 - O y la probabilidad P a posteriori (después que ha sacado el rey) 
para que sea tramposo es 


1 od 2 


z +1 -05 e 





Si o = Y, es decir, si se suponen iguales las probabilidades a 
priori para que el adversario de Pedro sea tramposo y para que no lo sea, 
se tiene: 


14 


| 


es decir que el único acontecimiento observado aumenta nota- 
blemente la probabilidad. Pero justamente se observa que Pedro sería 
muy imprudente al iniciar una partida contra un adversario de moralidad 
especial de quien tendría una opinión tan mala; el hecho de que Pedro 
juegue supone que él contempla w como un valor muy pequeño. Si wm es 
pequeño, P difiere poco de 2 w en todo caso, sin embargo, P es inferior a 
2 0, es decir, que la probabilidad es a lo sumo doblada por el aconteci- 
miento observado; si el adversario de Pedro es tal que w sea igual a 1 so- 
bre 100.000 P es igual a 1 sobre 50.000, es decir, prácticamente tan des- 
preciable como 0; si Pedro está seguro de su adversario y supone (wm = 0, 
se tiene también P = 0, es decir que el acontecimiento no debe disminuir 


su confianza: los resultados del cálculo son conformes a los del buen 
sentido. 


41. Los problemas de probabilidades de las causas son extrema- 
damente variados y a menudo están entremezclados a otros problemas de 
probabilidades; se podría casi decir que en todo problema real de proba- 
bilidades se encuentra una cuestión de probabilidades de las causas. Es 
esto lo que se produce notablemente a propósito de las aplicaciones de la 
teoría de las probabilidades a la estadística y a los seguros. 

Todas las veces que la probabilidad de un acontecimiento sim- 
ple está determinada por la experiencia, la determinación de esta proba- 
bilidad es en realidad un problema de probabilidades de las causas. Se ha 
observado por ejemplo que el número de nacimientos masculinos es al- 
rededor de 51% de los nacimientos totales; este resultado estadístico está 
confirmado por las observaciones hechas desde hace un siglo más o me- 
nos, en los países civilizados, es decir por estadísticas que se refieren a 
mil millones de hechos, más o menos; se puede entonces plantear el pro- 
blema siguiente: mil millones de extracciones efectuadas de una urna de 
composición desconocida que haya dado 510 millones de bolillas blan- 
cas y 490 de bolillas negras, ¿cuál es la composición más probable de la 
urna? Un cálculo que omito demuestra fácilmente que es extremadamen- 
te poco probable que la urna contenga tantas bolillas negras como boli- 
llas blancas, y este resultado es, en una amplia medida, independiente de 
las hipótesis sobre la probabilidad a priori de las diversas combinaciones 
posibles de la urna. 

Este ejemplo muestra la forma particular que toman a menudo 
los problemas de probabilidades de las causas. Esta forma es la siguien- 
te: ¿Tal resultado es debido al azar, o tiene una causa? A menudo se ha 
hecho observar cuánta precisión falta a este enunciado; Bertrand ha in- 
sistido mucho sobre este punto; tendremos ocasión de citar las más inte- 
resantes de sus observaciones. Pero todo lo que se puede objetar desde el 
punto de vista lógico no podría impedir que la cuestión precedente se 
planteara por sí sola en muchos casos: la teoría de las probabilidades no 
puede dejar de examinarlos y de dar una respuesta; la precisión de esta 
respuesta será naturalmente limitada por la falta de precisión de la pre- 


gunta; pero negarse a responder so pretexto de que la respuesta no puede 
ser absolutamente precisa, es colocarse en un terreno puramente abstrac- 
to y desconocer el carácter que tienen forzosamente las aplicaciones de 
las matemáticas. El cálculo da, es verdad, una respuesta precisa a toda 
pregunta precisa, pero prácticamente no hay aquí una pregunta precisa: 
los datos experimentales comportan forzosamente un cierto juego; la 
misma impresión afecta entonces el resultado del cálculo y la sedicente 
precisión teóricamente absoluta de este cálculo no es más que una pura 
ilusión. 

Como ejemplo de cuestiones en las cuales la causa es desconoci- 
da, o en las cuales el problema está precisamente en saber sí hay una 
causa allí, se puede citar un gran número de investigaciones de psicolo- 
gía experimental”; por ejemplo, se constata en un cierto número de indi- 
viduos la coincidencia de una particularidad física con una particularidad 
de naturaleza psicológica; ¿dentro de qué límites se puede llegar a una 
correlación real? Señalemos los problemas numerosísimos que se pue- 
den plantear sobre el lenguaje de un autor; cada escritor tiene, por la lon- 
gitud de las palabras y de las frases, hábitos particulares que se pueden 
traducir en números; tales observaciones pueden prevenirnos acerca de 
interpolaciones de textos. En otros casos, se podrán plantear y resolver 
por el método estadístico las cuestiones de métrica”. 

Se ha aplicado también el método de la teoría de las probabilida- 
des a cuestiones de arte: una escuela de escultura, por ejemplo, se carac- 
teriza por la constancia de ciertas relaciones entre las medidas de diver- 
sas partes del cuerpo; las desviaciones numéricas pueden hacer presumir 
una diferencia de escuela que confirma un estudio propiamente estéti- 
co” 


39 Ver capítulo VIII. 


Al Las dificultades de este género de cuestiones y al mismo tiempo la utilidad real de la teoría 
de las probabilidades para resolverlas han sido señaladas con gran justeza por Daniel Lerruys 
en una nota demasiado técnica para que pueda analizarla aquí: Los procedimientos técnicos de 
Himerius y los orígenes del “Cursus” bizantino (Mélanges Louis Havet: Philologie et Linguisti- 
que, París, 1909). 


id Ver Jean Laran: El método estadístico en un problema de arqueología (Revue du Mois, de 10 


de abril de 1907, t. III, .p 433). 


En todas estas cuestiones el cálculo va destinado, sobre todo, a 
proveer de presunciones que es necesario ponerlas a prueba de una críti- 
ca directa del problema planteado, por la técnica propia de su arte. 


42. Se pueden plantear interesantes problemas de probabilidades 
de causas a propósito de la distribución de las estrellas en la esfera celes- 
te. Esta cuestión es una de las más apasionantes de la filosofía natural, 
porque tiene puntos de contacto con los orígenes y destino de nuestro 
universo. Salvo algunas excepciones relativamente raras, ignoramos las 
distancias de las estrellas; una primera dificultad se presenta entonces: 
cuando dos o más estrellas se han aproximado en el mapa estelar, ¿pode- 
mos afirmar que se han aproximado en el espacio? No es cuestión de 
aportar a esta pregunta una respuesta rigurosa; pero el estudio de las pro- 
babilidades puede en ciertos casos dar poderosas presunciones en favor 
de la afirmativa. A menos de admitir, en efecto, lineamientos regulares 
análogos a los de la teoría de las redes cristalinas, lineamientos cuya 
existencia ninguna razón autoriza a sospechar, es claro que, si dos o más 
estrellas están extremadamente alejadas en el espacio, las probabilidades 
para que sus posiciones en la esfera celeste se aproximen las unas a las 
otras se calcularán según los principios del N* 45. Si entonces iniciamos 
un cálculo del número de estrellas de un tamaño determinado, por ejem- 
plo el número de estrellas visibles a ojo desnudo, o con una lente deter- 
minada, se podrá calcular cuál es la probabilidad para que un número de- 
terminado de esas estrellas estén situadas en el interior de un pequeño 
círculo dado de la esfera celeste. Si existe realmente un grupo tal, cuya 
probabilidad así calculada sea muy débil, se estará autorizado a pensar 
que esta agrupación tiene una causa distinta del azar, es decir, que está 
formado por estrellas realmente aproximadas en el espacio. 

Bertrand hace a ese género de razonamiento objeciones que no 
me parecen muy convincentes: 

“Las Pléyades, dice”, parecen más próximas unas de otras de lo 
que es natural. La aserción es digna de interés; pero si se quiere traducir 
las consecuencias en cifras, los elementos fallan. ¿Hace falta, para preci- 
sar esta idea vaga de aproximación, buscar el círculo más pequeño que 


9 Bertrand. Calcul des Probabilités, p. 170. 


contenga el grupo? ¿La mayor de las distancias angulares? ¿La suma de 
los cuadrados de todas las distancias? ¿El área del polígono esférico del 
cual algunas de las estrellas son los vértices y que contienen a las otras 
en su interior? Todas esas dimensiones, en el grupo de las Pléyades son 
más pequeñas que lo que es verosímil. ¿Cuál de ellas dará la medida de 
la inverosimilitud? Si tres estrellas forman un triángulo equilátero, ¿es 
necesario hacer entrar esta circunstancia, seguramente poco probable a 
priori, en el número de aquellas que revelan una causa?” 

Lo que se traduce en cifras, es la probabilidad para que un agru- 
pamiento sea debido al azar; por más que diga Bertrand, el resultado nu- 
mérico así definido no dependerá sino en una muy pequeña medida de la 
forma particular dada a la definición del agrupamiento: pequeño círculo 
que lo encierra, o polígono esférico convexo, etc. Prácticamente se elegi- 
rá aquella de las definiciones que conduzca a los cálculos más simples. 
Estos cálculos conducirán a un resultado como el siguiente: el azar pro- 
duciría una vez sobre 23.000 un tal agrupamiento. Una vez enunciado 
este resultado, la teoría de las probabilidades ha dado todo lo que podía 
dar y debe ceder el lugar a la inducción y a la hipótesis, las cuales se tra- 
tarán ulteriormente de comprobar por otros métodos, si es posible. 

Digamos una palabra acerca de la reflexión de Bertrand relativa 
al triángulo equilátero que formarían tres estrellas; se refiere a la cues- 
tión del número redondo. Si se considera un número tomado al azar entre 
1.000.000 y 2.000.000 la probabilidad para que sea igual a 1.342.517 es 
igual a un millonésimo; la probabilidad para que sea igual a 1.500.000 es 
también un millonésimo. Se considerará empero con buena voluntad, 
esta última eventualidad como menos probable que la primera; esto se 
debe a que nadie se representa jamás individualmente un número como 
1.542.317; se lo mira como el tipo de número de apariencias análogas y 
si al transcribirlo se modifica una cifra, no se nota apenas y no se distin- 
gue el 1.324.519 del 1.324.517: el lector tiene necesidad de hacer un es- 
fuerzo para asegurarse de que los cuatro números escritos en las líneas 
precedentes son todos distintos. 

Cuando se ha observado un número tal como el precedente, 
como evaluación de un ángulo en décimos de segundos centesimales, no 
se piensa en plantearse la pregunta de saber cuál era la probabilidad para 


que este ángulo fuera precisamente igual a 13%42'51”7, porque no se ha- 
bría planteado jamás esta pregunta precisa antes de haber medido el án- 
gulo. Es necesario que este ángulo tenga un valor y cualquiera que sea su 
aproximación de un décimo de segundo, se podría después de haberlo 
medido, decir que la probabilidad a priori, para que este valor sea preci- 
samente el que es, es de un diez millonésimo y que es esto un hecho bien 
extraordinario. Es este género de sofisma lo que viciaba un sistema de 
peritaje fundado en la medida de la escritura, sistema que tuvo un mo- 
mento de celebridad hace algunos años, por razones completamente ex- 
trañas a las matemáticas. 

Lo importante es saber si se deben tener las mismas reservas en 
el caso que se constate que uno de los ángulos del triángulo formado por 
tres estrellas tiene un valor notable y es, por ejemplo, igual al ángulo del 
triángulo equilátero (66%66'66"6), o a un medio ángulo recto: 50 grados 
o sea, 5.000.000 décimos de segundo. He aquí lo que se puede decir a 
propósito de esto: hay que desconfiar mucho de la tendencia a ver como 
notable una circunstancia no precisada antes de la experiencia, porque el 
número de circunstancias que pueden aparecer como notables, a diversos 
puntos de vista, es muy considerable”. 

El valor del ángulo determinado por las posiciones aparentes de 
tres estrellas es una función complicada de las posiciones reales de las 
estrellas y de la posición de nuestro sistema solar; el hecho de que este 
ángulo sea precisamente igual a 6 millones 666.666 décimos de segundo 
centesimal no debe parecer más notable que el hecho de que fuera igual 
precisamente a 1.234.567 décimos de segundo, el que también es un nú- 


An He aquí un ejemplo simple de este hecho: consideremos un número de 4 cifras tal como 
2545, supongamos que lo descomponemos con el pensamiento, en 2 cifras, 25 y 45; se nota 
aquí que estos 2 números terminan en la misma cifra 5, lo que es una circunstancia particular; 
lo mismo para 2524, ambos números, 25 y 24 comienzan por la misma cifra 2; para 2552, los 
números 25 y 52 son simétricos; para 2550, el segundo número es el doble del primero; para 
2536, 25 y 36 son los cuadrados de 2 números consecutivos, etc. Se llega así a encontrar a más 
de la mitad de números de 4 cifras alguna cosa de particular; es un jueguito con que puede uno 
distraerse, fijándose en los números de los vehículos o de vagones, en los casos muy frecuentes 
que esos números tengan 4 cifras; si no se aclarara más uno sería inducido a creer que los nú- 
meros particulares son más frecuentes de lo que precisa la teoría de las probabilidades y a bus- 
car la causa de esta frecuencia. 


mero notable, o a 1.259.921, que es un número que no tiene a priori 
nada de particular. 

Por el contrario, la cuestión de agrupamiento en el espacio es lo 
que debe uno plantearse a priori; la teoría de las probabilidades no per- 
mite resolverlo con certeza, pero precisa las consecuencias que se pue- 
den extraer de las observaciones. 

Esta precisión no es inútil, porque a menudo reemplaza de una 
manera feliz las inducciones demasiado rápidas del “buen sentido”. Sin 
duda, no hay necesidad de ningún cálculo para saber que la vía láctea es 
un conjunto excepcional de estrellas, y el cálculo no agregaría gran cosa 
a esta impresión. Por otra parte, hay casos en que se llegará a este resul - 
tado: que la probabilidad de un agrupamiento es un tercio o un cuarto; la 
presunción de que allí haya una causa es demasiado débil para que el re- 
sultado sea interesante: esto no prueba nada, como tampoco el hecho de 
que un jugador de “ecarté” haya dado vuelta el rey prueba que sea un 
tramposo. Pero entre estos dos casos extremos, aquel en que la probabili- 
dad del agrupamiento por el azar, es tan «débil que uno tiene la intuición 
de que es prácticamente nulo y aquel en que esta probabilidad no es bas- 
tante apreciable para poder sacar ninguna conclusión, hay muchos otros 
casos, en que la probabilidad está comprendida entre un centésimo y un 
cienmilésimo, por ejemplo: el cálculo del valor que está entre esos lími- 
tes no es inútil y la enseñanza que importa puede ser preciosa, piense 
como piense Bertrand. 


43. No insistiré más ampliamente sobre las generalidades relati- 
vas a las probabilidades de las causas; pasando revista a las aplicaciones 
de la teoría de las probabilidades nos daremos cuenta de la importancia y 
de la variedad de sus problemas. Señalaré, sin embargo, un caso muy im- 
portante, sobre el que no volveré más, porque exige desarrollos matemá - 
ticos bastante extensos que se encuentran en gran número de obras espe- 
ciales: quiero hablar de la teoría de los errores de observación. Varios 
observadores, midiendo una longitud, han hallado resultados ligeramente 
diferentes entre ellos; en el lenguaje que hemos adoptado, esos resulta- 
dos tienen por causa común la verdadera longitud de la cantidad medida; 
es esta causa la que se trata de determinar según sus efectos, es decir, se- 


gún las medidas. Indiquemos que estamos obligados a considerar como 
valor más probable de la cantidad medida, la media aritmética de las me- 
didas. Esta regla de la media da lugar, sin embargo, a objeciones análo- 
gas a las que hemos estudiado a propósito de las probabilidades conti- 
nuas, y estas objeciones se refutan de la misma manera, colocándose so- 
bre terreno concreto. 

Se han hallado, haciendo medidas, los números 100 y 102; su 
media es 101. Pero podría haberse propuesto calcular el cuadrado de la 
cantidad a medir; tal sería el caso si la medida se hubiera referido a una 
superficie con forma de un cuadrado del que se hubiera deseado determi- 
nar la superficie; el cuadrado de 100 es 10.000 y el cuadrado de 102 es 
10.404; la media es 10.202 y difiere del cuadrado de 101, que es 10.201. 
La diferencia es pequeña, es verdad, y lo será todas las veces que los 
errores sean pequeños, pero es suficiente que exista esta diferencia para 
que la regla de la media no pueda aspirar al valor absoluto que le atribu- 
yen los que la deducen por la teoría de Gauss. 

Tal es la objeción. No me parece irrefutable; el error de medida 
está, en efecto, indisolublemente ligado con la técnica misma de la medi- 
da, y esta técnica atañe directamente a una cantidad, de especie bien de- 
terminada, efectivamente, en este caso, una longitud. Si se tratara del vo- 
lumen de un cubo, de una sustancia homogénea, de densidad conocida, 
podríamos lograrlo de dos maneras; midiendo la arista o pesando el 
cubo; en el primer caso, la regla del promedio se deberá aplicar a las lon- 
gitudes medidas, y en el 2? caso, a los pesos (o los volúmenes que les 
son proporcionales); sería irrazonable pretender, antes de tomar el pro- 
medio, reemplazar las longitudes por sus cubos o los volúmenes por sus 
raíces cúbicas. 
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44. Es en las ciencias más complejas donde las leyes del azar 
han sido más fácilmente aplicables y más rápidamente fecundas. Es, por 
lo tanto, conforme a la vez al estado actual de las ciencias y al orden his- 
tórico, estudiar las aplicaciones científicas de las leyes del azar en un or- 
den opuesto al que Augusto Comte estableció para las ciencias; primero, 
sociología y biología, luego ciencias físicas y por último ciencias mate- 
máticas. 


45. Los fenómenos sociales más importantes son los fenómenos 
demográficos; hace más de un siglo que en los países civilizados se ha 
comprendido el interés que tiene el estudio estadístico de estos fenóme- 
nos; estas estadísticas son más o menos detalladas según los países; la 
mayor parte de las grandes ciudades están en este aspecto más adelanta- 
das que los países a que pertenecen; los nacimientos son estudiados se- 


gún la edad de los padres, los decesos clasificados según la edad, el sexo, 
las profesiones, las causas de las enfermedades, etcétera. 

Algunos autores distinguen las relaciones estadísticas que se 
pueden calcular por medio de los resultados estadísticos publicados, de 
los coeficientes de probabilidad que se presentan, por ejemplo, en el es- 
tudio del juego de cara o cruz o en el juego de dados. Esta distinción 
puede tener la utilidad práctica de recordar que los resultados de toda es- 
tadística comportan una cierta imprecisión y que por consiguiente las re- 
laciones deducidas de esos resultados no son sino aproximadas, en razón 
primero de la imprecisión de los resultados, luego del hecho que las esta- 
dísticas no corresponden sino a un número limitado de experiencias y, 
por fin, de que la materia estadística misma se modifica con el tiempo. 
Pero si se reflexiona al respecto, se comprobará que esos caracteres se 
vuelven a encontrar en algún grado en todos los coeficientes de probabi- 
lidad definidos de una manera concreta”. Cuando se admite que las seis 
caras de un dado tienen el mismo coeficiente de probabilidad, igual, por 
consiguiente, a  « para cada una de ellas, esto se relaciona bien a las ex- 
periencias hechas en número limitado sobre ese dado u otros dados su- 
puestamente análogos; se postula, además, que ese dado se modifica 
muy poco por el uso para que los coeficientes de probabilidades sean 
modificados. 

La aplicación de los métodos de la teoría de las probabilidades a 
las relaciones estadísticas es, entonces, legítima; es necesario simple- 
mente no olvidar que las consecuencias no pueden jamás tener más pre- 
cisión que las premisas y que estas consecuencias son a menudo menos 
precisas cuanto más separadas estén de las premisas, por deducciones 
complicadas (o por largos cálculos). Conviene, pues, en el estudio de los 
fenómenos estadísticos complejos, usar el cálculo con moderación, sim- 
plemente para precisar un poco las indicaciones del buen sentido. En esta 
forma modesta, el estudio de las estadísticas puede conducir a conse- 
cuencias sociales interesantes, cuya mayor parte se enuncia bajo la forma 


se Se puede, como algunos autores lo han propuesto, dar una definición puramente abstracta de 
la probabilidad, como se da de la circunferencia en geometría o de la masa en mecánica racio- 
nal; de tal definición se podrán deducir consecuencias lógicas absolutamente rigurosas; pero 
cuando se quiera aplicar estas consecuencias a un problema real cualquiera, habrá que reempla- 
zar la probabilidad abstracta por la probabilidad concreta de un fenómeno real. 


de correlaciones (volveremos a la noción de correlación al fin de este ca- 
pítulo). Por ejemplo, hay correlación directa entre el número de decesos 
de niños de menos de un año de edad y el número de nacimientos del 
año siguiente: estos dos números varían en el mismo sentido. 


46. Son sobre todo las estadísticas sobre decesos las que han 
sido estudiadas más seriamente, porque en este estudio se basa toda la 
organización de seguros de vida, cuya extensión, como se sabe, es muy 
considerable, podría decirse universal, si se tienen en cuenta las leyes 
que organizan actualmente en los países civilizados los seguros de Esta- 
do, en provecho de toda la clase trabajadora. Si nos limitamos a las em- 
presas de seguro privadas, el oficio de actuario comporta el estudio de la 
mortalidad para la clientela especial de estas empresas; el cálculo de las 
primas que resultan de la tasa de mortalidad por los riesgos simples o los 
riesgos múltiples; de la valuación excesiva a exigir para obtener un bene- 
ficio determinado; riesgos corridos en razón de las fluctuaciones produ- 
cidas en la mortalidad en relación a los números que resultarían de la 
aplicación estricta de los coeficientes de probabilidad deducidos de las 
tablas; establecimiento del valor del capital de una compañía de seguros 
en una época dada; el valor a atribuir a un contrato en caso de invalida- 
ción, etc. El actuariado es actualmente una de las ramas más importantes 
de las matemáticas aplicadas; el desarrollo reciente de los seguros de 
toda especie no puede sino aumentar esta importancia; hay ahí un campo 
muy amplio para la aplicación de la teoría de las probabilidades. El estu- 
dio técnico de los métodos particulares en ellos empleados no presenta 
interés más que para los especialistas; prefiero insistir en otras aplicacio- 
nes sociales de la teoría de las probabilidades, menos precisas sin duda, 
menos ricas sobre todo en dividendos para los accionistas, pero tal vez 
más instructivas en lo que concierne al papel de la teoría de las probabi- 
lidades en las cuestiones humanas. 


47. Se presenta en muchas cuestiones económicas una paradoja 
que se puede relacionar con lo que se llama en lógica “el sofisma del 
montón de trigo”. Entre los sofismas que nos han legado los griegos, 
ninguno mayor que el sofisma del “montón de trigo” que perdura a tra- 


vés de los siglos; no se trata, en efecto, de un simple juego de ingenio, 
sino de un ejemplo típico de una dificultad frecuente, tanto en la vida 
práctica como en la especulación pura. 

Un grano de trigo no constituye un montón; ni dos granos, ni 
tres granos; por otra parte, si un millón de granos están reunidos, estare - 
mos de acuerdo en que forman un montón. ¿Cuál es el límite exacto? 
¿Se deberá decir que 2.342 granos, por ejemplo, no forman un montón, 
mientras que 2.343 lo forman? Esto es manifiestamente ridículo. No se 
ve ningún medio lógico para salir del atolladero; no es posible entonces 
saber qué es un montón de trigo. 

Se puede variar de muchas maneras el enunciado del sofisma; 
una clasificación de esos, enunciados no sería inútil. 

Una primera categoría es muy semejante al sofisma primitivo: 
¿en qué momento de su vida un niño debe ser calificado de hombre? 
¿Cuál es el límite que separa una casucha de una casa, una casa de un pa- 
lacio? ¿En qué momento una serie de tintes sabiamente esfumados pasa 
del gris al blanco, o del verde al azul? Una actitud posible ante estas 
cuestiones consiste en declararlas completamente desprovistas de interés, 
visto que se trata solamente de una palabra, cuya definición tenemos el 
derecho de considerar como puramente arbitraria. Diremos por qué razo- 
nes esta actitud no nos parece satisfactoria, pero hay que reconocer que 
si ésa fuera toda la amplitud del sofisma del “montón de trigo”, no mere- 
cería tal vez un estudio profundo. 

Una segunda categoría de cuestiones parecerá sin duda más im- 
portante. Quiero hablar de los casos en que la distinción establecida no 
es una simple distinción verbal, sino que encierra consecuencias prácti- 
cas. Los gobiernos resuelven en general la cuestión por una decisión ar- 
bitraria, pero simple: como el mínimo de talla necesario para servir en la 
armada, que se estableció en una fecha y se suprimió poco después; 
como lo es la edad de tres años, por debajo de la cual los niños viajan 
gratuitamente en los ferrocarriles. Pero cuando se tiene que tomar una 
decisión personal, para la que no se han previsto reglas administrativas, 
uno se encuentra a veces frente a dificultades de este género: se quiere 
alquilar un cuarto y se le concede una importancia particular a que la ca- 
pacidad de aire sea suficiente; uno se decide a aceptar una habitación de 


100 metros cúbicos y a rechazar otra de 10 metros cúbicos; ¿cuál es el lí- 
mite preciso a fijar? Y cualquiera que sea este límite, ¿quién no consenti- 
rá a rebajar este límite en una fracción de un metro cúbico si las otras 
condiciones del cuarto son ventajosas y agradables? 

En fin, en una tercera categoría, plantearemos cuestiones que 
son objetivamente análogas a las precedentes, pero que subjetivamente 
difieren en que, en lugar de tener que tomar una decisión personal a pro- 
pósito del sofisma, debemos prever las decisiones que tomarán un gran 
número de personas, decisiones cuyo conjunto tiene para nosotros una 
gran importancia. 

Es el caso de todo comerciante que fija precios de venta, de toda 
empresa de transporte que modifica sus tarifas, etc. La misma dificultad 
se presenta en muchas cuestiones de fiscalización, complicada por la dis- 
continuidad monetaria: se aumentan en un peso por hectolitro los im- 
puestos al consumo, sobre la cerveza o el vino; el precio del litro enton- 
ces se encuentra aumentado en un centésimo y el precio del cuarto de li- 
tro en un cuarto de centésimo. El precio de venta al detalle, que no pue- 
de variar sino por múltiplos de 5 centavos, ¿será modificado? Estudiando 
esta tercera categoría dilucidaremos la paradoja económica de que que- 
ríamos hablar y cuyo enunciado establecen ya claramente los ejemplos 
que acabamos de dar. 

Sería fácil multiplicar estos ejemplos; el lector se imaginará sin 
esfuerzo un gran número; pero los precedentes bastan sin duda para po- 
ner en evidencia la importancia y la variedad de las cuestiones relaciona- 
das con el sofisma del montón de trigo; quisiera demostrar la posibilidad 
de dar a todas estas cuestiones una respuesta perfectamente clara, por el 
uso sistemático de los principios de la teoría de las probabilidades. Son, 
en efecto, preguntas mal planteadas, si la respuesta ha de ser sí o no; la 
verdadera respuesta es un coeficiente de probabilidad. 


48. Consideremos primero las cuestiones más simples, cuya difi- 
cultad pareciera ser puramente verbal. Lo sería, en efecto, si se tratase de 
crear una lengua artificial. Podríamos, evidentemente, decidir que en un 
cierto volapúk, las palabras “montón de trigo” designan la reunión de 
1.000 granos, pero no la reunión de 999 granos. Tal decisión sería arbi- 


traria, pero legítima, para quien admitiera la legitimidad de crear un vo- 
lapúk?. 

Pero no se trata de la lengua volaptik; es en francés que se trata 
de precisar el sentido de las palabras “montón de trigo” y el francés no es 
un idioma arbitrario, del que podamos disponer a nuestro arbitrio. Es una 
lengua que nos ha sido dada como un hecho. Sin embargo, es posible 
discutir sobre la naturaleza precisa de ese hecho; algunos ven al idioma 
definido por los “buenos” escritores, otros por la conversación de las 
gentes “cultivadas”; otros, tomarán un criterio más democrático. Pero 
cualquiera que sea la definición adoptada, a menos que nos refiriéramos 
a un diccionario perfecto (lo que no sería posible sino existiendo un tal 
diccionario), estamos obligados, para definir el sentido de una palabra, a 
apelar a numerosos testimonios. Es por otra parte, con numerosos ejem- 
plos, que los mejores diccionarios tratan de fijar el sentido de las pala- 
bras; es ésta la única manera de escapar al círculo vicioso fundamental 
consistente en definir las palabras por medio de palabras. 

Si se trata entonces de definir un término usual, tal como casa o 
casucha, sin duda se estará de acuerdo en aceptar el testimonio de un 
cierto número de franceses, si no de todos. Desde este punto de vista, la 
solución del sofisma es fácil. Imaginemos miles de parisienses desfilan- 
do delante de un inmueble de siete pisos en la avenida de la Opera; esta- 
rán todos de acuerdo en calificarlo de casa, mientras que todos negarían 
este título a una construcción de piedra que pudiera abrigar dos conejos 
y tres gallinas. Si se tratara de un edificio intermedio, las respuestas po- 
drán estar divididas; si 748 votantes sobre 1.000, denominan al edificio 
casa, será conveniente y razonable decir que la probabilidad de que sea 
una casa es 0,748; la probabilidad contraria es 0,252. 

Esta manera de expresarse parecerá singular a mucha gente; re- 
flexionando, hay que convencerse que es la única respuesta razonable al 
argumento de Zenón. 


e Apenas necesito decir que no pretendo resolver de pasada la cuestión tan discutida de la po- 
sible creación de una lengua artificial viable. Me parece simplemente evidente que desde el día 
en que fuera viable un lenguaje tal, tendría precisamente, desde el punto de vista que nos intere- 
sa aquí, los caracteres de una lengua natural. 


Por otra parte, es claro que si en lugar de consultar a 1.000 pari- 
sienses, se hubiera consultado a 1.000 habitantes de una pequeña ciudad, 
luego a 1.000 campesinos, la proporción de las respuestas hubiera sido 
diferente; es necesario hacer una convención precisa, para que la defini- 
ción no se preste a ambigúedades; pero estas dificultades de aplicación 
no tienen nada que ver con el principio de la teoría; son solamente relati- 
vas a la indeterminación forzada de las definiciones verbales; como ade- 
más tenemos prisa por llegar a cuestiones de interés más real, nos con- 
tentamos con haber llamado la atención sobre el hecho de que en las 
cuestiones de lenguaje, como en muchas otras, no hay más que verdades 
estadísticas. 


49. Un editor emprende una colección de obras, que por razones 
comerciales deben ser todas, más o menos, de la misma dimensión: 251 
a 300 páginas de un tipo bien determinado. Si se le propone un manus- 
crito que dará 50 páginas de ese tipo, o que dará 500, no dudará en re- 
chazarlo. La dificultad del “montón de trigo” se presentará para los casos 
intermedios. Si, para precisar, admitimos que el tipo adoptado comporta 
un promedio de 1.000 caracteres por página, las dimensiones extremas 
corresponden a un manuscrito de 250.001 a 300.000 caracteres; habrá 
que rechazar un manuscrito que contenga 250.000, o 249.999 o 
249.998...: es el problema del montón de trigo. 

Se pueden imaginar muchas maneras de resolver prácticamente 
la cuestión; no sería inútil enumerar algunas, porque si la dificultad esen- 
cial es siempre la misma, se presentará bajo formas diversas e instructi- 
vas. 

Una primera solución es “administrativa”. Antes de leer el ma- 
nuscrito el editor lo hace “evaluar” por uno de sus empleados; éste debe 
indicarle el número exacto de páginas que supone ocupará el manuscrito; 
si la evaluación es inferior a 251 o superior a 300, el manuscrito no será 
aceptado, al menos en su forma actual. Suponemos, desde luego, que el 
empleado encargado de la evaluación es consciente e incorruptible; mas 
sería contrario al buen sentido suponerlo infalible. ¿Cuál es, entonces, la 
situación de un autor cuyo manuscrito cuenta con 249.999 caracteres, o 
250.000 ó 250.001? Si el empleado encargado de la evaluación es hábil, 


hay una posibilidad sobre dos de que el manuscrito sea aceptado; tal es 
la respuesta precisa que se puede dar. Porque, por muy hábil que sea, no 
podrá evitar un error de algunas unidades (y aun de algunos cientos de 
unidades) en más o en menos; suponerlo muy hábil no puede tener más 
que un sentido: que tiene tanta posibilidad de equivocarse en más como 
de equivocarse en menos; esto es precisamente lo que expresamos al de- 
cir que tiene una posibilidad contra dos de que su evaluación sea favora- 
ble al autor. 

Para continuar el estudio de la cuestión, habría que hacer inter- 
venir la expresión matemática de la ley de las desviaciones y suponer 
que se conoce el apartamiento medio (es decir, el error medio cometido 
en la evaluación por el empleado: este error depende evidentemente a la 
vez de la habilidad del empleado y de la regularidad del manuscrito). No 
entraré en el detalle de las fórmulas, me conformaré con enunciar el re- 
sultado evidente, sin fórmulas, para cualquiera que ha seguido nuestro 
razonamiento: cuando el número de caracteres del manuscrito decrece, 
unidad por unidad, se puede calcular la probabilidad de que sea evaluado 
como aceptable, y entonces aceptado; esta probabilidad decrece lenta- 
mente, de una manera continua, y acaba por hacerse sensiblemente igual 
a cero cuando el número de los caracteres desciende por debajo de un 
cierto límite, el cual depende de la habilidad del empleado. En otros tér- 
minos, sobre 1.000 manuscritos de 250.000 caracteres, 500 serán acepta- 
dos; sobre 1.000 manuscritos de 249.000 caracteres puede ser que sola- 
mente sean aceptados 450...; sobre 1.000 manuscritos de 230.000 carac- 
teres, tal vez sólo uno será aceptado. La discontinuidad que repugnaba al 
espíritu desaparece en la práctica: pero hay que admitir que, en los casos 
dudosos, la respuesta razonable es sólo un coeficiente de probabilidad. 

Después de la solución “administrativa”, diremos algunas pala- 
bras de la solución “estética”. Se trata de una colección de versos, y la 
disposición tipográfica adoptada implica el conocimiento exacto del nú- 
mero de páginas; es posible, por otra parte “trampear” la paginación in- 
tercalando un cierto número de páginas blancas, con títulos y subtítulos 
variados. Para obtener un volumen presentable, el editor juzga que hacen 
falta por lo menos 120 páginas “útiles”; el manuscrito alcanza a 119; 
¿qué hará? La respuesta es también aquí un coeficiente de probabilidad, 


pero a ello también se agrega un elemento de apreciación literaria. Según 
la opinión que tenga del valor del texto o de la notoriedad del autor, el 
editor será más o menos exigente sobre la cantidad de material; pero la 
probabilidad de que acepte un número dado de páginas decrecerá lenta- 
mente al mismo tiempo que disminuya su número; tampoco habrá aquí 
un salto brusco, sino un decrecimiento sensible hasta la probabilidad 
cero: ningún editor hubiera consentido en publicar cuatro líneas de Víc- 
tor Hugo en un volumen de $ 3,50. 

Se podría también imaginar una solución “mecánica”; esta solu- 
ción sería la más natural si los autores tuvieran el hábito de dar a sus ma- 
nuscritos la forma de esas hojas de papel perforadas, que es suficiente 
confiar a una máquina de componer, para que el libro se imprima mecá- 
nicamente, bajo la vigilancia de un obrero. Pero, para no anticiparse y 
permanecer en la realidad presente, tomemos otro ejemplo. Un tamiz 
mecánico, cuidadosamente fabricado, no deja pasar sino los granos de 
areno o de harina que están por debajo de una cierta dimensión. Si desig- 
namos esta dimensión por 100, es claro que un grano de dimensión 50 
pasará siempre y que un grano de dimensión 150 no pasará; pero si la di- 
mensión del grano varía lentamente en las proximidades de 100, no ha- 
brá, ciertamente, discontinuidad brusca; si se supone que los granos de 
dimensión 100 pasan todos, pasará además una fracción notable de gra- 
nos de dimensión 101, etc. La máquina procede, en el fondo, de la mis- 
ma manera que el hombre; sólo que la desviación media puede variar se- 
gún sea más o menos grande la perfección del tamiz, pero en todos los 
casos son las leyes del cálculo de las probabilidades las que rigen las va- 
riaciones: no hay nunca una demarcación absoluta, sino siempre una de- 
gradación insensible. 

Es inútil multiplicar los ejemplos; todos nos conducirán a la 
misma conclusión: en toda cuestión cuya solución exige que fijemos “el 
número de granos de trigo que forman un montón”, estamos en la impo- 
sibilidad de dar una respuesta sin examinar antes un gran número de ca- 
sos y observar los intermedios; sólo el cálculo de las probabilidades nos 
permite salir del atolladero lógico en que nos arrincona el razonamiento 
por continuidad. 


Podemos, por otra parte, distinguir dos formas diferentes de la 
cuestión; en los ejemplos que hemos examinado, hemos supuesto que se 
ha fijado a priori una regla; pero los hechos no se sujetan exactamente a 
la regla, cuyo valor no es más que relativo”: ella determina el promedio. 
En otros casos puede suceder que no se fije regla a priori, pero que la re- 
gla media se deduzca de los hechos mismos. Por ejemplo, cuando se 
quiere comprar un mueble, no se tiene nunca una idea precisa de las di- 
mensiones que se desea; sin embargo, hay algunos modelos que se des- 
cartarán seguramente por ser demasiado pequeños y otros que se descar- 
tarán también por ser demasiado grandes. El hecho es que si se ven mu- 
chos modelos y se anotan los de dimensiones aparentemente aceptables, 
comprobaremos que esas dimensiones se encuentran alrededor de un 
cierto promedio, según las leyes ya recordadas. En un lote de modelos de 
la misma dimensión, que se examinarán en momentos diferentes, con- 
templaremos como aceptable una proporción tanto más pequeña cuanto 
más se aparte la dimensión común de la división media. 


50. Llegamos, por fin, al caso más frecuente y más importante, y 
por estos motivos a menudo discutido, aunque casi siempre con ningún 
espíritu científico. Se trata de las repercusiones económicas en las varia- 
ciones de precio, muy pequeñas en relación a la unidad monetaria. Uno 
de los ejemplos más característicos es la influencia del precio de venta al 
por mayor sobre el precio de venta al detalle. Es casi un axioma para 
ciertos publicistas que si el precio por mayor disminuye muy poco, una 
disminución correspondiente a una fracción de centésimo, en el precio al 
detalle no podrá realizarse prácticamente, es decir: el precio al detalle no 


só Es así, aun en las circunstancias en que se ha tratado de descartar la mayor cantidad posible 
de casos dudosos por una reglamentación administrativa. No me refiero a la gratuidad de reco- 
rrido en los ferrocarriles para los niños menores de 3 años, porque pocos padres tienen los es- 
crúpulos del padre de familia a que se refería un humorista, quien hacía sonar el timbre de alar- 
ma en el segundo preciso en que su hijo cumplía los 3 años a fin de pagar su pasaje por el nú- 
mero de kilómetros que faltaban recorrer. Tomemos el caso del mínimo de talla que era exigido 
para ser declarado apto para el servicio militar; es claro que para aquel cuya talla difiriese algu- 
nos milímetros en más o en menos de ese mínimo, sólo había, por muy consciente que se su- 
ponga al consejo de revisión, una probabilidad más o menos grande para ser aceptado o recha- 
zado. En otros términos, un mismo conscripto que se presentara delante de 100 consejos de re- 
visión diferentes, hubiera sido aceptado, por ejemplo, 55 veces y rechazado 45 veces. 


variará. Cuando algún articulista desarrolla esta tesis, a menudo la 
acompaña de consideraciones sobre las ventajas que reportaría el uso co- 
rriente de las piezas de un centésimo. Pero atengámonos a la afirmación 
misma. Esto es tan absurdo como el argumento del montón de trigo: si el 
precio al por mayor baja cada semana una misma cantidad, correspon- 
diente a medio centésimo sobre el precio al detalle, al cabo del año la 
baja del precio al detalle deberá alcanzar 28 centésimos; es seguro que 
los más pesimistas estarán de acuerdo en que esta baja habrá sido, al me- 
nos parcialmente, realizada. Habrá habido entonces, por lo menos, una 
semana en el año en que la disminución teórica de medio centésimo ha- 
brá significado una disminución práctica de 5 centésimos. 

Antes de avanzar más, es necesario responder a una objeción 
que se presentará seguramente a ciertos espíritus. “Sin duda, se dirá, si 
las disminuciones de medio centésimo se suceden, llegará un momento 
en que su acumulación determinará una baja de 5 centésimos; pero sólo 
cuando el total de las disminuciones haya alcanzado efectivamente cinco 
centésimos. Cierto que una disminución de medio centésimo no tiene 
efecto; diez disminuciones de medio centésimo producen un resultado 
apreciable”. 

El argumento es capcioso y basta examinarlo con un poco de 
atención para convencerse de su completa vacuidad. Lo que importa es 
el efecto producido, en una semana determinada, por la disminución de 
medio centésimo en esa misma semana: este efecto es la baja de cinco 
centésimos. Que esta baja de cinco centésimos no sea debida únicamente 
a la disminución de un medio centésimo, nadie lo puede dudar; tiene, 
ciertamente, muchas otras causas, entre las cuales, las disminuciones an- 
teriores tienen especial importancia; pero el hecho simple, del que no se 
puede dudar, es el siguiente: la disminución de medio centésimo ha sido, 
en condiciones determinadas, la causa inmediata de la baja de cinco cen- 
tésimos; si la disminución no se hubiera producido, la baja no hubiera te- 
nido lugar. Esta comprobación nos basta. No es necesario, en efecto, lle- 
var más lejos el análisis para darse cuenta de que estas condiciones de- 
terminadas, en las que una disminución de medio centésimo producirá 
una baja de cinco centésimos, se producirán precisamente una vez sobre 
diez; en otros términos, la probabilidad para que la baja se produzca es 


un décimo, cuando la disminución es precisamente el décimo de la uni- 
dad monetaria que fija el mínimo de la baja posible. 

Este enunciado no es, por otra parte, puramente teórico; en la 
práctica, en una gran ciudad, o en un país, una misma mercadería no en 
todas partes es vendida al mismo precio, por razones muy diversas; suce- 
derá entonces que la baja se produce en la décima parte, más o menos, de 
las ventas al detalle*. 

Ocurre un fenómeno análogo cuando el precio de una mercade- 
ría baja bruscamente; una disminución, aun pequeña, aumenta el número 
de compradores; y en algunos casos (cuando se trata de un objeto de pla- 
cer, del precio de entrada a un espectáculo, etc.) se podría establecer la 
ley según la cual el número de clientes aumenta cuando el precio dismi- 
nuye. Si el número total de clientes es muy considerable, se comprueba 
que el aumento de ese número es sensible, aun para una disminución in- 
significante de cinco centavos sobre un precio de varios pesos. Y sin em- 
bargo, cada persona, tomada individualmente, está convencida de que no 
es por unos centavos de más que hubiera dejado de hacer la excursión o 
asistir al espectáculo. La ilusión se explica naturalmente, para cada uno, 
la probabilidad de decidirse disminuye lentamente, de una manera conti- 
nua, a medida que el precio aumenta, pero, una vez tomada la decisión, 
se imagina fácilmente que la probabilidad que se tenía para decidirse es 
igual a la unidad, es decir, que era la certidumbre. Ahora bien, si tene- 
mos la impresión de que una circunstancia determinada hubiera dismi- 
nuido ligeramente esta probabilidad que se supone igual a la unidad, nos 
figuramos igualmente que permanecería bastante próxima a la certidum- 


Ba Aunque yo no pueda entrar aquí en todos los detalles de este problema económico, es nece- 
sario que prevenga un malentendido. Me sitúo en el caso en que la calidad no pueda ser modifi- 
cada de una manera continua (vino adicionado de agua, etc.). Es necesario admitir entonces, 
que el detallista fija el precio de venta teniendo en cuenta a la vez el precio de costo, el benefi - 
cio que él desea y las exigencias de la clientela. Entonces sucede a menudo, que él duda entre 
dos precios, pero luego bastará una pequeña diferencia en lo que condiciona sus dudas para ha- 
cer inclinar la balanza hacia un lado u otro. No hay que pensar por esto que el detallista vende 
siempre “lo más caro posible” y que, como se dice, “se traga al comprador”; yo no hago aquí 
una defensa del comercio al detalle que obtiene una ganancia desproporcionada con los servi- 
cios que presta; pero hay que reconocer que las palabras “lo más caro posible” no tienen un sen- 
tido preciso; los beneficios posibles no son ilimitados, no pueden sino oscilar alrededor de un 
promedio, y es entonces necesario que a veces disminuyan. 


bre, es decir, prácticamente idéntica. Esta ilusión psicológica proviene 
entonces de que la decisión tomada actúa sobre el individuo y adquiere 
rápidamente una fuerza que realmente no tenía. Este género de ilusión es 
frecuente; nuestro espíritu está a menudo en equilibrio inestable; hasta 
una pequeña acción exterior para romper el equilibrio y esta ruptura del 
equilibrio trae consecuencias de importancia, la cual oculta a nuestros 
ojos el hecho de que el equilibrio era inestable y que la ruptura del equi- 
librio hubiera podido producirse en una dirección opuesta”. Cuando se 
contemplan las cosas desde afuera y no de adentro, se puede observar 
efectivamente el fenómeno de ruptura del equilibrio, sin que la ilusión 
psicológica intervenga: se puede así comprender por la estadística el 
efecto producido por una muy pequeña variación de la probabilidad, 
cuando ella se aplica a un gran número de casos. Dejo de lado la cues- 
tión del privilegio de las cifras redondas; la baja de 8 pesos a 7,95, es 
psicológicamente más importante que la baja de 8,20 a 8,15 pesos. 

Consideraciones análogas se aplicarían a los salarios y a muchas 
otras cuestiones, pero debemos limitarnos y acabar esta exposición. 


51. La idea que quisiera extraer de lo que precede es que la res- 
puesta matemática a muchas cuestiones prácticas es un coeficiente de 
probabilidad. Tal respuesta no resultará muy satisfactoria a muchos es- 
píritus que de las matemáticas esperan solamente certeza. Es ésta una 
tendencia muy enojosa; es muy lamentable que la educación del público 
sea, desde este punto de vista, tan incompleta; esto proviene de que la 
teoría de las probabilidades es casi universalmente desconocida, aunque 
cada día penetre más y más en la vida de cada uno (seguros diversos, 
mutualidades, retiros, etc.). Un coeficiente de probabilidad constituye 
una respuesta categórica, que responde a una realidad absolutamente tan- 
gible. Algunos espíritus sostendrán que prefieren la “certidumbre”; son 
los mismos que “preferirían” también que 2 más 2 fueran 5. 

Si la noción de verdad estadística se hiciera familiar a todos los 
que hablan y escriben a propósito de cuestiones en que la verdad estadís- 


Ba Esto puede asemejarse a la definición que da Poincaré del azar: es azar, dice, cuando peque- 
ñas causas producen grandes efectos. La causa insignificante no es percibida, pero el efecto nos 
sorprende y nos parece fortuito. Ver la Revue du Mois, 10 de marzo de 1907, t. IL p. 257. 


tica es la única verdad, se evitarían así muchos sofismas y muchas para- 
dojas. Muchos espíritus, por lo demás excelentes, imaginan que no hay 
más verdades que las verdades particulares, a las que llaman hechos: al 
desembarcar en Douvres, vi a 3 ingleses cuya talla pasaba de los 2 me- 
tros; esto es un hecho, pero un hecho sin interés, mientras que la propo- 
sición siguiente: la talla media de los ingleses es inferior a 2 metros, no 
expresa un hecho, pero sí el promedio de un conjunto de hechos, y esto 
es ciertamente una verdad científica. 


52. Fue Quételet quien, a mediados del siglo XIX, tuvo el gran 
mérito de llamar la atención sobre el interés científico que podría presen- 
tar la comparación, desde el punto de vista de la teoría de las probabili- 
dades, de las medidas efectuadas sobre un grupo de individuos. Las in- 
vestigaciones de Quételet sobre la raza humana son en cierta forma un 
estadio intermedio entre las aplicaciones sociológicas del cálculo de pro- 
babilidades y sus aplicaciones biológicas. 

Supongamos que se mide la talla de un gran número de france- 
ses adultos; si las medidas se hacen con aproximación de centímetro; se 
podrán traducir resultados globales diciendo cuántos se han encontrado 
de talla de 1m50, cuántos de talla lm51, cuántos de talla 1m52, etc. Si en 
un sistema de coordenadas se lleva a las abscisas las tallas y a las orde- 
nadas el número de individuos que poseen esas tallas, las extremidades 
de estas ordenadas describen una curva vulgarmente conocida con el 
nombre de curva en campana presentando un máximo único, y decre- 
ciendo primero bastante lentamente, luego rápidamente a partir de ese 
máximo”, Se da también a estas curvas el nombre de curvas binomiales, 
cuya significación demostraremos. Consideremos los coeficientes del bi- 
nomio de Newton por un valor dado del exponente n: 
yr = 
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La ecuación de esta curva tiene la forma -*-** :1 “Fr. siendo “1 el valor de x 
que corresponde al máximo. 


y consideremos una curva (o más bien un polígono) tal, que a la 
p 


abscisa p corresponde la ordenada “11; se dirá que este polígono es bi- 
nomial; si se eligen convenientemente las unidades de longitud para las 
abscisas y las ordenadas, el polígono binomial tiene por límite, cuando n 
aumenta indefinidamente, la curva binomial. 

De una manera más simple, se puede decir que las tallas medi- 
das obedecen a las mismas leyes que los errores de medida; todo ocurre 
como si un mismo hombre, cuya talla fuera igual a la talla media, hubie- 
ra sido medido un gran número de veces por observadores poco hábiles 
o que sólo disponían de instrumentos de medida muy imperfectos”. 

Quételet ha deducido de estas observaciones tan importantes, 
consideraciones de las cuales algunas son criticables. Es, sin embargo, 
muy injusto no ver más que las exageraciones o los errores de su teoría 
del hombre medio; hay en las ideas de Quételet el germen de las investi - 
gaciones biométricas que han adquirido gran importancia en manos de 
Francis Galton, Karl Pearson y sus discípulos. 


53. Señalemos, sin embargo, una crítica de Joseph Bertrand; el 
hombre cuya talla es igual a la talla media, su peso al peso medio, etc., 
¿puede existir? ¿No es un monstruo? He aquí dos esferas de las que una 
tiene por radio 1, y la segunda por radio 3; si ambas son de la misma sus- 
tancia, y si la primera pesa un gramo, la segunda pesará 27. La “esfera 
media” debiera tener por radio 2, medio entre 1 y 3, y por peso 14, me- 
dio entre 1 y 27. Pero si la segunda es de la misma sustancia que las dos 
primeras, al radio 2 debe corresponderle no el peso 14, sino el peso 8. La 
geometría no permite ninguna trampa; la biología, ¿va a ser menos exi- 
gente? 


67 , E á Ñ A ñ ñ 

Se puede decir también que ocurre como si en un juego convenientemente elegido una serie 
de partidas debiera dar un número de partidas ganadas igual al número de centímetros que ex- 
presa la talla media; si se jugaran tantas series de partidas análogas al número que hay de hom - 
bres medidos, el cuadro en que inscribiremos el número de partidas ganadas en cada serie sería 
absolutamente comparable al cuadro en que estuvieran inscriptas las tallas de los hombres me- 
didos. 


La objeción vale la pena de ser tenida en cuenta; se observará, 
sin embargo, que su alcance práctico es, en realidad, menos amplio que 
su alcance teórico. 

Se da el nombre de series normales a las series de medidas que 
se distribuyen siguiendo la llamada ley de Gauss (curva en campana o 
curvas binomiales); esta noción juega un papel muy importante en las in- 
vestigaciones biométricas de las que hablaremos después. Pero antes 
quisiera insistir un poco sobre la importancia biológica de la noción de 
verdad estadística. 


54, En el cincuentenario de El Origen de las Especies (1857), y 
el centenario de la Filosofía zoológica (1809), se habló mucho de la cri- 
sis del transformismo. Pero esta crisis es una crisis de desarrollo progre- 
sivo; hubiera sido extraño que las ideas de Lamarck y de Darwin escapa- 
sen a la ley natural de la evolución. Aunque yo tuviera la competencia 
necesaria, no tendría por qué discutir aquí el detalle de las modificacio- 
nes propuestas a las teorías de la evolución de los seres vivientes*, Qui- 
siera, simplemente, desde un punto de vista exterior, comprobar la im- 
portancia creciente que adquieren las investigaciones experimentales so- 
bre las especies animales y vegetales y determinar qué conclusiones pue- 
den sacarse del conjunto de estas investigaciones y métodos empleados. 

Observemos que hay, al menos en apariencia, una con- tradición 
lógica entre la noción de especie y la noción de evolución. Una defini- 
ción lógica de la especie, debe, en efecto, así parece, postular la estabili- 
dad; un cierto grupo de animales” no puede ser clasificado aparte sino 
cuando todos los animales de este grupo tienen ciertos caracteres comu- 
nes, y si esos caracteres pertenecen también a sus descendientes. Es bas- 
tante difícil estudiar los caracteres considerados como fundamentales por 
los biólogos sin entrar en los detalles técnicos y sin hacer uso de figuras; 
nos será más cómodo razonar sobre un carácter simple, conocido por to- 


68 ; e EA 
Ver el excelente trabajo de Etienne Rabaud: Le Transformisme et l'Expérience (Nueva co- 


lección científica, París, F. Alean) y la sugestiva obra de Le Dantec: Crise du Transformisme 
(bid.). 


69 E e a A EN A 
Emplearé esta expresión vaga de grupo para no tener que discutir la noción de especie, en 


oposición a la noción de variedad. 


dos; la talla por ejemplo. Se sabe que algunas razas humanas son de talla 
pequeña, comparativamente con la raza blanca. ¿En qué medida la talla 
puede ser considerada como un carácter distintivo de la raza? Suponga- 
mos que aislamos en una región apartada, en una isla lejana, adultos de 
raza blanca que tengan exactamente la misma talla”: 1,65 m., por ejem- 
plo. Es seguro que dentro de unos 30 ó 40 años, la nueva población adul- 
ta de la isla habrá perdido este carácter singular; la talla de algunos indi - 
viduos será superior, la de otros será inferior a 1,65; la diferencia en más 
o de menos será a menudo de 10 centímetros, y puede ser que de 15 y 20 
centímetros. Vemos, en efecto, todos los días, padres de talla mediana 
ambos, que tienen hijos de talla notablemente inferior o notablemente 
superior a la mediana. 

El examen de estos primeros hechos conducirá a esta conclu- 
sión: la talla de un hombre puede, de una generación a la siguiente, expe- 
rimentar variaciones en más o en menos que alcanzan muy frecuente- 
mente unos 20 centímetros. Pero esta conclusión es evidentemente inad- 
misible, bajo esta forma por lo menos. Porque si una generación puede 
llegar a sufrir una variación de 20 centímetros, dos generaciones produ- 
cirán una variación de 40 centímetros, cinco generaciones una variación 
de un metro; una variación de un metro por siglo conduciría a 10 metros 
en 10 siglos; nadamos en el absurdo. El lector habrá notado el error de 
nuestro razonamiento: hemos confundido la variación individual con la 
variación colectiva. Es exacto que la talla de un niño que llega a hombre 
puede sobrepasar notablemente la talla de cada uno de sus padres, pero 
este hecho no se producirá sino cuando la talla de los padres sea relativa- 
mente poco elevada en relación a la talla de la raza. Se encontrarán muy 
fácilmente ejemplos de padres que miden m. 1,60 cuyo hijo mide 1,80m.; 
se encontrará más difícilmente padres que miden, 1,80 m., con hijos que 
midan 2 metros; las tallas más elevadas aún, serán absolutamente excep- 
cionales. Lo mismo para las tallas muy pequeñas: el gigantismo y el ena- 
nismo son manifestaciones de fenómenos patológicos, como también al- 
gunas deformidades que se exhiben en las ferias. 


se Hago abstracción aquí, para simplificar, del hecho que los hombres son generalmente de ta- 
lla más elevada que las mujeres. 


Se pueden resumir estos hechos de observación corriente dicien- 
do que, si la talla de los niños depende en una cierta medida de la talla de 
los padres, depende mucho también de lo que hemos llamado la talla de 
la raza. Si los padres son, ambos, muy grandes, es decir, si sobrepasan en 
mucho la talla de la raza, a menudo resultará que los hijos serán más pe- 
queños, es decir, que se aproximarán a la talla de la raza. Asimismo, si 
los padres son muy pequeños sus hijos serán generalmente más grandes 
que ellos. La talla mediana en que pensamos cuando decimos que un 
hombre es muy grande o muy pequeño, no es solamente una concepción 
abstracta de nuestro espíritu; es una realidad, es aún un carácter propio 
de cada individuo, de la misma manera que su propia talla. Ignoramos en 
qué consiste, de una manera precisa, este carácter; no seríamos capaces, 
estudiando un solo representante de una raza desconocida, de determinar 
la talla media de esa raza, ni siquiera decir si el ejemplar estudiado es, 
con relación a su raza, de grande o pequeña talla. Pero ese carácter existe 
y se manifiesta en caso de que el individuo considerado tenga descen- 
dencia; esta descendencia tiende a aproximarse a la talla de la raza. 


55. Todo esto es bien trivial y me excuso de haberme detenido 
en ello; pero es posible que no sea inútil insistir sobre el hecho de que la 
noción de la talla media de nuestra raza es para nosotros una noción co- 
mún; porque nos atrevemos así a afrontar las dificultades que se presen- 
tan cuando se quiere dar a esta noción una precisión científicamente ri- 
gurosa. Estas dificultades son, a primera vista, inextricables. ¿Se quiere 
definir la talla media de los franceses adultos? Será necesario precisar 
qué se entiende por francés adulto: aceptamos, porque hace falta, una de- 
finición arbitraria: se tratará de hombres nacidos en la Francia continen- 
tal, habitantes en ella, de 25 a 30 años por ejemplo; se elegirá un día de- 
terminado y se medirán todas las tallas ese mismo día, a mediodía. 

Se excluyen entonces los que habitan en el extranjero o los que 
están de paso; ¿qué hacer con los que pasan la frontera a mediodía? ¿O 
los que navegan cerca de las costas? ¿O los que cumplen ese día sus 25 ó 
30 años? ¿O los que están enfermos o moribundos? Las dificultades se- 
rían también grandes, si se tomara en consideración la nacionalidad: 
¿qué pensar de aquellos a quienes les ha sido cuestionada en ese momen- 


to ante los tribunales? Si se toma la talla de los conscriptos, ¿se tendrá en 
cuenta a los insumisos, los enfermos que no pueden acudir al Consejo de 
revisión? 

Estas objeciones son lógicamente insuperables y, sin embargo, 
el sentido común no puede evitar de juzgarlas sin importancia, casi pue- 
riles. Es el sentido común el que está en la verdad, contra la lógica abs- 
tracta. Está en la verdad, primero por una razón de hecho. La talla de un 
individuo no es una cifra aritmética, como la raíz cuadrada de 2, que un 
matemático puede calcular si le gusta y tiene tiempo, con 10, con 100, 
con un millón de decimales exactos; es un número físico, difícil de medir 
con una gran precisión; varía también para un mismo individuo, según 
las circunstancias psicológicas (fatiga, marcha, reposo prolongado) y 
todo lo que se puede esperar es determinarlo con aproximación de un 
milímetro; pretender una mayor precisión no tendría ningún sentido, por 
la naturaleza misma del objeto de la medida. Sucede forzosamente lo 
mismo para la talla media, obtenida tomando la media de medidas indi- 
viduales; participa de la misma incertidumbre y no es conocida sino 
aproximadamente también. En estas condiciones es fácil darse cuenta, 
sin que tengamos que entrar en el detalle de los cálculos, que las posibi- 
lidades de error debidas a las imprecisiones necesarias de la definición 
son más débiles que los errores provenientes de la naturaleza misma de 
la cuestión. En otros términos, el resultado final es el mismo, cualquiera 
sea la solución adoptada en los casos en litigio de que hemos citado al- 
gunos ejemplos. Se puede entonces, de hecho, omitir la objeción lógica 
extraída de estos casos en litigio. 

Cualquiera sea la fuerza de este argumento de hecho, es posible 
que no satisfaga a todos los espíritus. Se puede preguntar, en efecto, si 
un perfeccionamiento de los métodos de medida y sobre todo el empleo 
de una técnica psicológica que precise la definición de la longitud a me- 
dir, no permitirían calcular la talla media con una precisión mayor, de 
suerte que las objeciones descartadas volvieran a adquirir su valor: los 
casos en litigio tendrían una influencia mínima, es verdad, pero accesible 
a la medida. ¿Debemos por esto renunciar a hablar de la talla media? 
Evidentemente que no, hemos de decir tan sólo que esta talla no nos es 
conocida sino a un milésimo de milímetro, por ejemplo. Esto vale, de to- 


das maneras, más que si fuera enteramente desconocida. Es desde el 
punto de vista abstracto del matemático, que considera los números fuera 
de su relación con la realidad, que un error de un milésimo de milímetro 
es tan grave como un error de un kilómetro: porque si dos números a y b 
son diferentes, sea su diferencia muy grande o muy pequeña, se podrá 
llegar a deducciones absurdas por igual si se parte de que a= b y si se 
transforma esta igualdad por una serie de cálculos: es en este punto de 
vista que se coloca Poincaré en sus especulaciones sobre la relatividad 
del conocimiento. Pero cualquiera que pueda ser su interés metafísico, 
tales especulaciones no deben mezclarse a la cuestión puramente cientí- 
fica; en este caso, no se debe confundir la imprecisión con el error total. 
Todos nuestros conocimientos prácticos, vulgares o científicos, son im- 
perfectos, pero esta imperfección no es incompatible con la certidumbre. 
Si convengo en hacer una señal a mediodía, un observador atento estará 
seguro de verla entre cinco minutos antes y cinco minutos después, si 
nuestros relojes van más o menos bien y han sido puestos en hora, bas- 
tante a la ligera durante la mañana. Con cronómetros de precisión, pues- 
tos en hora cuidadosamente, se podrá reducir a algunos segundos la es- 
pera; en todos los casos, el conocimiento de la hora de la señal proyecta- 
da es una indicación preciosa, aunque haya dificultades inextricables 
para definir esta hora -con un rigor absoluto. Asimismo, sería un resulta- 
do positivo llegar a saber, si se pudiera pretender semejante precisión, 
que la talla media de un grupo humano está comprendida entre 1 m, 
653427 y 1 m, 653429; la pequeña incertidumbre que proviene de la im- 
posibilidad de una definición rigurosa del grupo no quitaría nada al valor 
absoluto del resultado obtenido. 


56. Se concibe ahora, en qué sentido es posible relacionar con 
un tipo determinado las variaciones de una especie, estando determinado 
este tipo por la misma especie, variable también. A cada instante esta es- 
pecie se modifica: algunos individuos nacen, otros se hacen adultos, 
otros mueren o emigran fuera del cuadro de las observaciones. 

Estas fluctuaciones, aunque hacen lógicamente imposible la 
determinación rigurosa del valor medio de un carácter como la talla, son 
sin embargo lo bastante débiles como para que este valor medio pueda 


ser conocido con una gran precisión. Será entonces fácil darse cuenta de 
si este valor medio es el mismo o no en los diferentes grupos o en un 
mismo grupo en épocas diferentes. Tal es el principio de los métodos por 
los que se puede intentar el estudio preciso de los problemas de la evolu- 
ción: están basados en los estudios estadísticos de un gran número de ob- 
servaciones particulares. Cada observación individual está, en realidad, 
desprovista de interés; es un hecho, pero no es un hecho científico, saber 
que la talla de un individuo es 1,75 (lo interesante es saber, sobre 
100.000 individuos, cuántos hay de talla 1,75 m., o más precisamente, 
cuya talla es más aproximada a 1,75 m., que a 1,74 m., o 1,76 m.). 
Carácter esencial del conocimiento científico es permitir la pre- 
visión; se podría proponer como ideal de la biología deducir, por el co- 
nocimiento perfecto de los padres, el conocimiento perfecto de los hijos. 
Pero este ideal es una quimera; el simple hecho de que dos gemelos pue- 
den ser de sexo diferente nos demuestra cuán lejos estamos de saber so- 
lamente plantear el problema. Lo notable es que este problema insoluble 
se hace relativamente simple cuando se examina en un gran número de 
individuos. Ningún sabio está en condiciones de afirmar si un niño que 
nacerá dentro de algunos meses será varón o mujer, pero todos cuantos 
se ocupan de demografía conocen la proporción exacta entre el número 
de nacimientos masculinos y femeninos y están científicamente seguros 
de que el año próximo, en Francia, nacerán más niños que niñas. Esta 
misma regularidad se encuentra en los fenómenos hereditarios, a los que 
se ha llamado fenómenos mendelianos, del nombre del monje austríaco 
Mendel, que señaló los primeros ejemplos”'. Esta regularidad se encuen- 


ze He aquí en qué consiste la herencia mendeliana; algunos cruzamientos entre variedades dife- 
rentes dan productos (mestizos) que no se distinguen, en apariencia, de una de las variedades, lo 
que se expresa diciendo que el carácter que pertenece a esta variedad es el carácter dominante; 
es solamente cruzando estos mestizos entre ellos que se comprueba que no eran tipos de raza 
pura. Supongamos por un instante que el cruzamiento de blancos y negros satisface a las leyes 
de Mendel (lo que no es exacto); matrimonios entre blancos y negras o entre negros y blancas, 
tendrán entonces hijos mulatos en apariencia idénticos a los blancos. Pero si se cruzan estos 
mulatos entre ellos, se obtendrán invariablemente, sobre 1.000 productos, alrededor de un cuar- 
to (250) blancos puros, alrededor de un cuarto (250) negros puros y la mitad (500) mulatos, es 
decir, en apariencia blancos, pero que se reconocerán ser mulatos porque los productos de su 
mutuo cruzamiento seguirán la ley que acabamos de indicar, mientras que los blancos puros 
tendrán hijos exclusivamente blancos. En realidad, las cosas no suceden así exactamente como 
en este caso, pero existen especies animales o vegetales de las que se puede hacer una narración 


tra también en los valores medios de un gran número de medidas análo- 
gas, tales como la talla de todos los conscriptos: nadie puede prever cuál 
será dentro de 20 años la talla de un niño que tiene actualmente 3, pero 
se puede prever cuál será la talla media de un gran número de franceses 
de 23 años. 

La posibilidad de previsión resultaría aun más remota si se 
atiende no a los individuos mismos, sino a los innumerables gérmenes 
susceptibles de llegar a ser seres vivientes; por ejemplo, sobre los granos 
de polen de los campos de trigo de Francia; su número no sólo se cifra 
en miles de millones, sino de billones de billones. Estudiar individual - 
mente cada uno de ellos sería una tarea sobrehumana; lo que es más có- 
modo a la vez y más interesante, es el estudio de las propiedades globa- 
les de la cosecha y de las modificaciones que aportan a sus propiedades 
los perfeccionamientos de los cultivos y la introducción de nuevas varie- 
dades de semillas. 

En resumen, algunos problemas sin interés y prácticamente in- 
solubles para los individuos conducen a investigaciones útiles y a leyes 
científicas cuando se encaran simultáneamente un número muy grande 
de casos y se atiende a las propiedades medias, o como se dice también, 
a las propiedades estadísticas. En materia de herencia no hay más leyes 
científicas que las leyes estadísticas. 


57. Se da el nombre de Biometría al conjunto de investigaciones 
en las que son utilizados conjuntos de medidas efectuadas en seres vi- 
vientes. No haré aquí el estudio de la biometría, para lo cual recomiendo 
un sustancial estudio de Vito Volterra”?; citado ya el nombre de Quételet, 
que fue un precursor, y los de los ingleses Francis Galton y Karl Pear- 
son. 


muy análoga; por ejemplo, reemplazando en lo descripto precedentemente, los blancos por to- 
mates de carne roja, y los negros por tomates de carne amarilla y los mulatos por tomates de 
carne rojo-mestizo (de raza no pura), no distinguiéndose éstos de los tomates de carne roja pro- 
piamente dicha sino por su descendencia. 


TU iS ds o E A 
Vito Volterra, Sobre la aplicación de las matemáticas a las ciencias biológicas y sociales 


(Revue du Mois, del 10 de enero de 1906, t. L p. 1). 


Los problemas que se plantea la biometría son de diversa natura- 
leza; indiquemos dos de los más importantes: la homogeneidad de los 
grupos y las correlaciones. 

Supongamos que se mide la talla de un gran número de france- 
ses adultos: si convenimos en considerar el valor medio de las medidas 
como el valor exacto que deberá tener la talla de un francés, hemos dicho 
que los “errores”, es decir las diferencias positivas o negativas entre este 
valor teórico y el valor real, se reparten precisamente según la “ley de 
Gauss”. Hemos convenido en expresar este hecho diciendo que el con- 
junto de las tallas de los franceses constituye una serie normal. Biológi- 
camente, esto coincide con el hecho de que los franceses constituyen un 
grupo biológico suficientemente homogéneo. 

Supongamos la misma experiencia en una ciudad donde los ha- 
bitantes pertenecen a dos razas diferentes: blanca y amarilla. Si se miden 
todos los habitantes adultos y se anotan las medidas sin distinción de las 
razas, se comprueba que la media, no tiene la misma significación y que 
la agrupación alrededor de la media no sigue la ley simple, como es la 
ley de Gauss. Hay superposición de dos fenómenos distintos, y cada uno 
sigue la ley de Gauss, pero la suma de ambos no sigue la ley; las tallas 
de los blancos se agrupan alrededor de su propia media siguiendo la ley 
de Gauss y lo mismo las tallas de los amarillos alrededor de su media; la 
media general no tiene ningún significado; en particular, puede muy bien 
suceder que esta media general no sea la talla más frecuente. Esto es de- 
bido al hecho biológico de que las razas son distintas, y este hecho, si no 
fuera conocido, hubiera podido ser descubierto por el estudio de las me- 
dias. 

Sin entrar en detalles, cuyo estudio profundo necesitaría todo un 
volumen, se concibe cómo el estudio experimental de hechos análogos 
ha podido conducir a la conclusión general siguiente: el carácter biomé- 
trico intrínseco de las series normales, es la pureza de la raza. Dejo de 
lado los numerosos comentarios que necesitaría un enunciado tan gene- 
ral; muchas ideas tendrían que ser precisadas, lo que incumbe al biólogo 
más que al matemático; sin embargo, tal como está, esta teoría ha proba- 
do su valor científico haciéndose útil por sus aplicaciones prácticas. No 
puedo mencionarlas todas aquí; citaré, sin embargo, los trabajos muy in- 


teresantes sobre las cebadas de cervecería, que han sido iniciados por 
Hjalmar Nilsson en el laboratorio de Svalóf en Suecia y aclimatados en 
Francia por Blaringhem, cuyas investigaciones personales han sido muy 
interesantes. Se llega, por la aplicación del carácter de las razas puras, a 
seleccionar y cultivar en grandes regiones razas de cebada extremada- 
mente pura cuya firmeza es muy apreciada por los cerveceros que las 
emplean: se sabe cuáles son las ventajas industriales de la homogeneidad 
de la materia prima. Se encontrarán otros ejemplos en el tan conocido li- 
bro de Hugo de Vries Especies y Variedades”. 

Se ve qué gran importancia tiene la teoría biométrica de la ho- 
mogeneidad; la teoría de las correlaciones no es menos interesante, por- 
que ella puede dar la clave de los principales problemas de la herencia. 
Se efectúan diversas medidas sobre varios individuos de una misma raza, 
sobre sus padres y sus colaterales; ¿cuáles son las correlaciones de estas 
diversas medidas entre ellas? Por ejemplo, conociendo a un individuo, 
¿puede uno calcular relativamente la dimensión del antebrazo de su her- 
mano? El concepto de causa se amplía aquí singularmente; en el lengua- 
je corriente no se dice que la talla elevada de un individuo es la causa de 
la longitud del antebrazo de su hermano; en cambio esta extensión de la 
noción de causa es perfectamente legítima desde el punto de vista de la 
teoría de las probabilidades”*. Para el estudio de esta teoría de las corre- 
laciones, me limitaré a recomendar los trabajos de Karl Pearson y sus 
discípulos, aparecidos principalmente en los Proceedings of the Royal 
Society of London y en la publicación especial Biometrika. 


58. Veremos en el Capítulo IX, consagrado al estudio del valor 
científico de la teoría de las probabilidades, la discusión de sus aplicacio- 


q Bibliothéque scientifique Internationale (Félix Alean). 


de En una concepción enteramente determinista del universo, no existe la causa, en el sentido 
habitual que se da a este término: el conjunto del universo debe, en todo instante, ser contem- 
plado como la causa de todos los acontecimientos, pasados, presentes y futuros; en efecto, no es 
posible modificar un solo fenómeno sin modificar todos los otros, porque hace falta para eso 
concebir otro universo, ya que el universo nuestro no podría, según esta hipótesis, ser concebi- 
do como no es. Se debe entonces, desde este punto de vista enteramente determinista, reempla- 
zar la noción de causa por la de correlación, que se aplica igualmente cualquiera que sea el or- 
den de sucesión de los fenómenos estudiados y sus relaciones directas aparentes. 


nes posibles a cuestiones de psicología. Para terminar con todo lo relati- 
vo a las ciencias biológicas en el sentido más general del término, quisie- 
ra indicar brevemente bajo qué forma matemática se pueden plantear los 
problemas de probabilidad estadística. 

Para no introducir complicaciones verbales inútiles, admitire- 
mos series de observaciones referidas cada una de ellas al mismo núme- 
ro de casos posibles (por ejemplo sobre una población constante); en 
cada serie se anota el número de casos en que se ha producido el aconte- 
cimiento observado; es lo que llamaremos los casos favorables, denomi- 
nación consagrada por el uso (puede ser el número de nacimientos, de 
decesos, o de personas atacadas de tal enfermedad, etc.). La observación 
constituye entonces un cuadro que indica, para cada serie, el número de 
casos favorables; se conoce, por otra parte, el número de casos posibles. 
El problema general de la estadística matemática es el siguiente: 


Determinar un sistema de extracciones efectuadas en urnas de 
composición fija, de tal manera que los resultados de una serie de ex- 
tracciones, interpretados con la ayuda de coeficientes fijos conveniente- 
mente elegidos, puedan con una gran verosimilitud, conducir a un cua- 
dro idéntico al cuadro de las observaciones. 


Daremos al problema así planteado el nombre de problema del 
esquema de las urnas. El tipo de solución que puede tener es el siguien- 
te: se consideran tres urnas. U¡, Uz, Uz, que contienen bolillas de idénti- 
ca forma, negras y blancas; la proporción de bolillas negras es respecti- 
vamente pi, p», p; se hace en la urna U¡ un número de extracciones igual 
as (volviendo a meter cada vez la bolilla extraída), que dan n; bolillas 
negras; se extrae también, en a, extracciones, 12 bolillas negras de Uz; y 
en az extracciones, 13 bolillas negras de Uz; el número de casos favora- 
bles está entonces representado por la suma 
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donde los coeficientes 4. 4: +3, así como los números enteros 
a a2, a3 y las probabilidades p;, p>, p3 definen el esquema de urnas con- 
siderado. 

Debemos contentarnos con indicar aquí las diversas cuestiones 
que se plantean a propósito del problema general del esquema de las ur- 
nas. 


P ¿Este problema es posible? Como se trata solamente de un 
problema de aproximación, es claro que siempre es posible, suponiendo 
el número de urnas suficientemente grande; pero tal solución no sería 
muy satisfactoria: prácticamente se debe tratar de resolver con el número 
mínimo de urnas; en los casos en que se puede transformar en una sola 
urna, el problema considerado se dice que es normal; un caso interesante 
es aquel en que son necesarias dos urnas, y nada más que dos. 


2% El problema, ¿admite varias soluciones? Ciertamente, si se 
supone el número de urnas bastante grande; pero en muchos casos no 
hay más que una sola solución simple, y es a ésta a la que se debe referir 
particularmente. 


3” ¿Por qué método se obtendrán las soluciones? Me contentaré 
con recomendar los trabajos de Karl Pearson, aunque éste no plantea los 
problemas en la forma que nosotros lo hemos hecho: por otra parte, me 
parece que la cuestión requiere nuevas investigaciones. 


Para terminar estas rápidas indicaciones, debo señalar la analo- 
gía entre la forma que hemos dado al problema del esquema de las urnas 
y la forma cómo se plantean los problemas de mecánica y de física mate- 
mática; ahí, también, la primera cuestión es construir un esquema mate - 
mático que presente relaciones bastante estrechas con la realidad. Re- 
suelta esta primera cuestión (o al menos parcialmente resuelta porque 
hay a veces varias soluciones), el papel del matemático se limita a estu- 
diar las propiedades del esquema obtenido, lo que es un problema de ma- 
temática pura; la comparación entre los resultados así obtenidos y la ex- 
periencia y desarrollo de las teorías que puede sugerir esta comparación, 


están fuera del dominio de las matemáticas; porque en estas investigacio- 
nes teóricas, no se deben perder jamás de vista las realidades y a cada 
momento se deben comprobar las ideas nuevas, por la observación y la 
experiencia. Pero el papel de las matemáticas, aunque limitado, no es 
menos importante, en muchos casos”. 


ds Para la aplicación del método del esquema de las urnas a un problema biológico particular, 
el del sexo en los partos dobles, ver mis Eléments de la théorie des probabilités, n? 62. Se llega 
a la conclusión de que todo ocurre como si 28 veces sobre 100, más o menos, el sexo de uno de 
los gemelos está determinado por el sexo del otro; mientras que 72 veces sobre 100, más o me- 
nos, los sexos de los dos gemelos dependen de las mismas leyes del azar que rigen a dos naci- 
mientos independientes uno del otro. Sería interesante darse cuenta de si estas proporciones son 
las mismas en que se dividen los nacimientos dobles cuando provienen de un mismo huevo o de 
dos huevos diferentes. 


CAPÍTULO VI 


LAS CIENCIAS FÍSICAS 


59. Los gases y la teoría cinética. - 60. La difusión 
de los gases. - 61. Ejemplos de probabilidades extremadamen- 
te pequeñas. - 62. El milagro de los “monos dactilógrafos”. - 
63. La velocidad de las moléculas gaseosas y la ley de Ma- 
xwell. - 64. El papel de los choques según Boltzmann. - 65. 
Las fluctuaciones. - 66. Gibbs y la “mecánica estadística”. - 
67. La indeterminación de los datos, base de la mecánica esta- 
dística. - 68. La irreversibilidad y la objeción de Loschmidt. - 
69. La radioactividad y la estadística. - 70. Otras aplicaciones 
de la estadística a la física. - 71. La equipartición de la energía. 
- 72. La definición general de la entropía por la probabilidad. - 
73. La teoría de los quanta y las probabilidades discontinuas. 


59. Parece como si los métodos estadísticos no pudieran aplicar- 
se a las ciencias físicas de la misma manera que a las ciencias biológicas, 
puesto que en aquéllas la noción del individuo está ausente. Un litro de 
aire no se distingue de otro litro de aire como un grano de trigo se distin- 
gue de otro grano de trigo; dos dinamos de igual construcción producen 
corrientes idénticas. Las leyes físicas tienen precisamente el carácter de 
expresar propiedades comunes a una infinidad de seres que no se distin- 
guen entre sí. Esta manera de ver ha sido admitida durante largo tiempo 
sin discusión. Aun los que consideraban la materia formada por un gran 
número de partículas distintas, átomos o moléculas, no pensaban que 
esto diera lugar a considerar sus propiedades como la resultante estadísti- 
ca de las propiedades de los átomos. Parece que el ilustre físico inglés 


Maxwell fue el primero en introducir sistemáticamente los Cálculos esta- 
dísticos en el estudio de los gases”, 

Este punto de vista ha sido muy fecundo y se le pueden atribuir 
algunos de los progresos más importantes que están en vías de revolucio- 
nar la física. No podemos pensar en dar en algunas páginas una exposi- 
ción de esos progresos y tampoco de las formas diversas en que intervie- 
ne el método estadístico; pero es suficiente un ejemplo para poner en 
evidencia los principios de este método. Todo el mundo sabe que un gas 
encerrado en un receptáculo, ejerce una presión sobre las paredes de éste 
y tiende a distenderlas si son elásticas. Si inflamos un globo con hidró- 
geno o gas de alumbrado, este globo no se distiende indefinidamente 
porque la presión atmosférica exterior equilibra a la presión interior del 
gas; pero si el globo, flotando, llega a regiones en que la presión atmos- 
férica es más débil, el volumen del globo aumentará por la mayor expan- 
sión del gas. ¿Cómo se explica esta presión del gas sobre las paredes, y 
las particularidades que ella presenta? Por ejemplo, esa presión es la mis- 
ma cualquiera sea la dirección de la pared, es decir que el piso de una ha- 
bitación soporta la misma presión que el techo, mientras que si el agua 
reemplazara al aire, habría una presión sobre el piso y no sobre el techo: 
la presión del agua es debida a su peso. 

Podemos representarnos al gas como formado por un número 
extremadamente grande de moléculas, las cuales podemos equiparar 
aproximadamente a esferas, pequeñas bolitas, de igual tamaño, que están 
en una agitación perpetua, se entrechocan mutuamente y chocan las pa- 
redes un gran número de veces por segundo. 

Si conociéramos muy exactamente, en un instante dado, la posi- 
ción de todas estas moléculas y sus movimientos recíprocos, el problema 
de prever los movimientos ulteriores sería un problema de mecánica, 
teóricamente muy simple, aunque prácticamente insoluble en razón del 
tan gran número de moléculas. No es posible pensar en conocer indivi- 
dualmente cada molécula; la vida humana es muy corta: no pasa de uno 
o dos mil millones de segundos; un hombre debiera pensar en muchos 


76 y ] .s Ñ E 
Conviene citar también los nombres de Bernoulli, Glausius y Boltzmann. 


miles de millones de moléculas por segundo, para haber pensado, al cabo 
de su vida, en todas las moléculas de una pequeña masa gaseosa”. 

Es, pues, imposible conocer las velocidades de las moléculas 
que chocan en un instante dado contra una cierta porción de la pared; a 
estos choques se debe la presión ejercida por el gas sobre esa porción de 
pared, y la experiencia nos enseña que esta presión no varía mientras las 
condiciones físicas no son modificadas. Los choques, que nos son desco- 
nocidos en sus detalles, no son, sin embargo, completamente inaccesi- 
bles a nuestro espíritu: podemos llegar a conocer con precisión el resul- 
tado global de todos los choques producidos durante una fracción de se- 
gundo; este resultado depende del valor medio de ciertas cantidades cuyo 
valor exacto para cada molécula nos es forzosamente desconocido. El re- 
sultado que expresa la ley física, es, entonces, en definitiva, un resultado 
estadístico. 

Se han creado métodos de cálculo que permiten prever esos re- 
sultados estadísticos, promedios de fenómenos demasiado numerosos 
para que sea posible analizarlos individualmente; es por las leyes estadís- 
ticas que se tratan de explicar todos los fenómenos físicos y se llegan a 
descubrir en ellos propiedades ignoradas. Toda ley estadística es, por 
otra parte, solamente una ley aproximada; pero cuando los individuos 
son tan numerosos como en el caso de las moléculas de un gas, el error 
posible es demasiado ínfimo para que algún medio de investigación hu- 
mano pueda revelarlo; todo ocurre, entonces, como si la ley aproximada 
fuera rigurosamente exacta. 


60. Examinemos, por ejemplo, lo que ocurre cuando se pone en 
comunicación por una amplia abertura dos recipientes, A y B, de igual 
volumen, llenos de dos gases diferentes, a la misma presión y a la misma 
temperatura. Según la ley de Avogadro, cada uno de los recipientes en- 
cierra el mismo número de moléculas, número que para los recipientes 
de dimensiones usuales es del orden de 102 es decir de varios millones 
de billones de billones”?. La experiencia demuestra que los choques irre- 
gulares de las moléculas rápidamente han hecho homogeneizar la mezcla 


0 Ver mi artículo sobre La filosofía matemática y el infinito. Revue du Mois, del 10 de agosto 
de 1912, t. XIV, p. 218. 


de ambos gases, es decir que, experimentalmente es imposible revelar 
una heterogeneidad apreciable, De este hecho experimental se deduce, 
independientemente de toda hipótesis teórica sobre la naturaleza de los 
choques, que, al cabo de un tiempo bastante corto para la difusión, cada 
molécula de cualquiera de ambos gases tiene las mismas probabilidades 
de encontrarse en el recipiente A y en el recipiente B. Todo entonces 
ocurre como si para cada molécula”, se tirara a cara o cruz para decidir 
s1 debe encontrarse en un instante dado en A o en B. Sabemos que para 
10? tiradas a cara o cruz, la unidad decimal de desviación es 10!, es de- 
cir cien mil millones; hay entonces una ocasión sobre 10 para que en un 
instante dado el recipiente A contenga 10'* moléculas más que el reci- 
piente B; este número corresponde a la fracción 10'' del número total de 
moléculas, es decir al cien milésimo de millonésimo; tal es el valor de la 
heterogeneidad que podemos esperar se produzca en una mezcla de algu- 
nos litros de gas a la presión y temperatura habituales. Se nota que esta 
heterogeneidad es completamente inaccesible a la medida experimental. 
Lo que más asombra aún es la rapidez prodigiosa con que decrece la pro- 
babilidad de una heterogeneidad mayor. Sabemos que la probabilidad de 
una desviación igual a diez veces la unidad decimal es 101% es decir, un 
número decimal que ocuparía por lo menos dos líneas de este libro, es- 
tando la coma seguida por 99 ceros y a continuación de éstos la cifra 1. 
Tal desviación corresponde a una heterogeneidad del orden de un diez 
milésimo de millonésimo o de diez mil millonésimos. Si se quisiera dis- 
minuir la heterogeneidad al cien millonésimo, habría que prever una des- 


viación igual a 1000 veces la unidad decimal; la probabilidad sería 10” 


1000000 ¿s decir un número decimal que lleva después de la coma un mi- 


llón de cifras y la última de ellas sería 1, siendo los anteriores ceros; para 
escribir ese número con los caracteres empleados en este libro, harían 
falta las páginas de un volumen más grueso que éste. 


78 e ; ; El ER 
Sobre estos diversos puntos ver el libro de Jean Perrin, Les Atomes. (Nueva colección cientí- 
fica.) 


79 ' z EL GE 

Se supone aquí que las moléculas no están ligadas entre ellas en grupos, de manera que las 
probabilidades de encontrarse en A son independientes para las diversas moléculas. Si hubiera 
grupos inseparables, a esos grupos los denominaríamos moléculas. 


Finalmente, para que la heterogeneidad descienda hasta un cien 
milésimo, la probabilidad se expresaría por un número análogo al prece- 
dente, pero llevando un millón de millones de ceros; para escribirlo ha- 
rían falta más de un millón de volúmenes como éste. Estos números es- 
tán lejos de lo que la imaginación puede concebir que no es inútil buscar, 
por cualquier comparación, la forma de dar una idea de la pequeñez de 
estas probabilidades. 


61. Admitamos, para fijar ideas, que el número de caracteres 
empleados en la escritura francesa, comprendiendo los signos de puntua- 
ción, etc., sea igual" a 100: un libro de dimensiones medianas encierra 
menos de un millón de caracteres; ¿cuál es la probabilidad de que se ob- 
tenga este libro entero eligiendo los caracteres al azar y tirándolos a la 
suerte? Es claro que la probabilidad es de 1/100 para que la primera letra 
elegida sea la primera del libro, y también de 1/100 para que la segunda 
letra elegida sea la segunda del libro; como los dos acontecimientos son 
independientes, la probabilidad para que ambos se produzcan es 
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El mismo razonamiento puede ser repetido para la tercera letra, 
la cuarta, etc. Si hubiera un millón de caracteres, la probabilidad para 
que el azar los coloque todos exactamente en su lugar se obtiene por el 
producto de un millón de factores, iguales cada uno a un centésimo, es 
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Si en lugar de un libro solo, considerásemos un millón, debiéra- 
mos obtener el producto de un millón de factores iguales al número que 


Di Este número no alcanza a 100 en la escritura ordinaria, teniendo en cuenta las mayúsculas y 
los números; las máquinas de escribir usuales tienen 84 caracteres; este número sería superior a 
100 si se tuvieran en cuenta los variados caracteres usados en imprenta, bastardilla, caracteres 
gruesos, letras griegas minúsculas y mayúsculas, góticas (usadas aún en Alemania), etc., pero 
se verá que no habrá nada que cambiar a nuestro cálculo y a nuestras conclusiones, si reempla- 
zamos 100 por 1000 o aún por 10.000. 


acabamos de encontrar; el resultado sería 107?90-000.000.000 Éste es un mú- 
mero análogo al que hemos encontrado para la probabilidad de una hete- 
rogeneidad igual a un cien milésimo*', para una heterogeneidad del or- 
den del diez milésimo se tendría una probabilidad en la cual el exponente 
negativo sería 100 veces más elevado, es decir que correspondería a 100 
millones de volúmenes reproducidos tirando a la suerte los caracteres. 

Las explicaciones precedentes bastan para justificar la compara- 
ción del “milagro de los monos dactilógrafos”, que usaremos frecuente- 
mente, porque es particularmente asombroso. 


62. Imaginemos que se ha adiestrado a un millón de monos a 
golpear al azar las teclas de una máquina de escribir y que bajo la vigi- 
lancia de guardianes iletrados, estos monos dactilógrafos trabajen con ar- 
dor 10 horas por día con un millón de máquinas de escribir de tipos va- 
riados. Los guardianes iletrados juntarían las hojas ennegrecidas y las 
unirían en volúmenes. Y al cabo de un año, encontraríamos que estos vo- 
lúmenes son la copia exacta de los libros de toda naturaleza y en todas 
las lenguas, conservados en las más ricas bibliotecas del mundo. Tal es 
la probabilidad para que se produzca durante un instante muy corto, en el 
recipiente A, una desviación del orden de cien milésimo en la composi- 
ción de la mezcla gaseosa. Suponer que esta desviación así producida 
subsista durante algunos segundos es como admitir que, durante varios 
años, nuestro ejército de monos dactilógrafos, trabajando todos los días 
en las mismas condiciones, produjera cada día la copia exacta de todas 
las impresiones, libros y diarios, que aparecerían el día correspondiente 
de la semana siguiente en toda la superficie del globo, y de todas las pa- 
labras que fueran pronunciadas por todos los hombres en ese mismo día. 
Es mucho más simple decir que estas desviaciones improbables son pu- 
ramente imposibles. 
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multiplicar por wz el valor de la heterogeneidad, es decir, hablar de 1 dividido por 70.000 en 
vez de dividirlo por 100.000. Como solamente nos proponemos hacer comparaciones que den 
una imagen aproximada, esta modificación es sin importancia. 


63. El estudio de las velocidades de las moléculas de un gas es 
algo más complicado: debemos contentarnos, indicando los resultados, 
con tratar de hacer comprender la marcha por la que pudieron ser obteni- 
dos. Desde el siglo XVIII Bernoulli trató de explicar la presión ejercida 
por un gas sobre una pared por la agitación de las moléculas. 

Como esta presión es proporcional a la temperatura absoluta”, 
se tiene que admitir que la fuerza viva de las moléculas es ella misma 
proporcional a la temperatura. Conociendo el número y por consiguiente 
las dimensiones de las moléculas, un cálculo fácil permite deducir la 
fuerza viva media y también la velocidad media*”, del valor de la pre- 
sión. Es así que encontramos que las moléculas de nitrógeno y oxígeno 
de que está formado el aire que respiramos tienen, a la temperatura co- 
rriente, una velocidad media de 400 a 500 metros por segundo. ¿Es posi- 
ble admitir que todas las moléculas tienen la misma velocidad, variando 
solamente las direcciones? Maxwell fue el primero en ver claramente 
que las leyes de los choques no lo permiten y su ley de la distribución de 
las velocidades es una de las más hermosas y más fecundas aplicaciones 
de la ley del azar a la física. 

Maxwell obtuvo por primera vez esta ley por un razonamiento 
muy criticable, cuyo defecto fue señalado por varios geómetras, notable- 
mente por Joseph Bertrand, que ha vuelto en varias ocasiones sobre estas 
críticas. Estas críticas están parcialmente justificadas, lo que no impide 
que no poseamos actualmente otra demostración de la ley de Maxwell 
que la primitiva. Me parece, sin embargo, que las críticas no han insisti- 
do suficientemente sobre el punto que a mi parecer es el más débil en la 
demostración de Maxwell: el empleo de la integración de una ecuación 
funcional; tendremos siempre que desconfiar mucho de los resultados 
obtenidos, aun si el establecimiento de la ecuación funcional no da lugar 
a ninguna objeción”, 


e Es decir, la temperatura por debajo del cero absoluto, que corresponde a -273*C. 
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En un cálculo preciso, hay que poner atención en que: el promedio de los cuadrados de las 


velocidades no es igual al cuadrado del promedio de las velocidades. Podemos permitirnos esta 
confusión por la precisión que aquí nos interesa. 

ió He aquí el razonamiento de Maxwell: sea p(x) dx la probabilidad para que la proyección de 
la velocidad sobre Ox esté comprendida entre x yx + dx; las probabilidades análogas para las 


Generalmente se ignora en qué medida un pequeño error en una 
ecuación funcional puede traer modificaciones considerables en los re- 
sultados que se obtienen integrando esta ecuación. 


64. Boltzmann ha demostrado la ley de Maxwell considerando 
los choques de las moléculas; la demostración es demasiado complicada 
para explicarla aquí; pero podemos al menos darnos cuenta del hecho 


proyecciones sobre Oy y Oz serán p(y) dy y q(z) dz puesto que el gas es isótropo. La probabili- 
dad para que el vector velocidad inicial tenga su extremidad en el paralelepípedo 
Xx, y, z; x + dx, y + dy, z + dz es entonces 


(1 90) py) p(2) dx dy dx. 
Pero esta probabilidad debe, por las mismas razones de isotropía, ser una función de la distancia 
DE Es Y 
> Y * de ese paralelepípedo de origen; se tiene entonces 
y a 
Q) 900) 00) A) =/(0 + y +25. 


Tal es la ecuación funcional que se trata de integrar; se obtiene fácilmente tomando el derivado 
logarítmico en relación a las 3 variables: 


Mia _ er) Puto. 
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Cada uno de los miembros de estas igualdades dependientes de una variable diferente no puede 
ser más que una constante que se designará por -k” (porque la hipótesis de que fuera positiva 
conduce a consecuencias físicas absurdas); se encuentra así: 


(4) A € 


Esta es la ley de Maxwell. La crítica de Bertrand se refiere a la ecuación (1), porque la apli- 
cación del principio de las probabilidades compuestas no es legítima cuando los acontecimien- 
tos son independientes. Ahora, no está asegurado que la probabilidad por la cual la proyección 
sobre Oy esté comprendida entre (y) y (y + dy) sea independiente de la probabilidad por la cual 
la proyección sobre Ox esté comprendida entre (x) y (x + dx). De hecho, una vez demostrada la 
fórmula de Maxwell por otro método, se comprueba que estas probabilidades son independien- 
tes (contrariamente a la aserción de Bertrand quien afirma a priori que ellas no pueden serlo). 
Tal vez no fuera imposible demostrar esta independencia sin utilizar la fórmula de Maxwell y la 
demostración que acabamos de exponer resultaría entonces matemáticamente correcta. Ella de- 
jaría lugar, sin embargo, a la muy grave objeción que puede ser hecha en todos los casos en que 
se emplea ecuaciones funcionales; si las ecuaciones (3) en lugar de ser rigurosamente exactas, 


que esos choques no permitirían a las moléculas conservar todas la mis- 
ma velocidad, suponiendo que esta circunstancia haya podido producirse 
en un instante dado. Es una consecuencia de las leyes elementales del 
choque: si dos bolas de billar iguales cuyas velocidades son iguales en 
valor absoluto, pero dirigidas en ángulo recto, se chocan de tal manera 
que en el momento del choque la línea de los centros tenga la misma di- 
rección que la velocidad de una de las bolas, una se detiene, mientras 
que la otra continúa, siguiendo la bisectriz de las dos velocidades antes 
del choque, con una velocidad cuyo cuadrado es igual a la suma de los 
cuadrados de estas dos velocidades. En suma, la velocidad de una de las 


bolas llega a cero, mientras que la otra se multiplica por YZ. Al contra- 
rio, si las velocidades fueran dirigidas ambas siguiendo la línea de los 
centros, el choque modificaría las direcciones de esas velocidades, pero 
no sus valores absolutos. Entre estos dos casos extremos se pueden pre- 
sentar todos los casos intermedios, en los que la fuerza viva total puede 
dividirse entre las dos bolas, absolutamente de cualquier forma que sea. 
Vemos entonces que si se supusieran a las moléculas animadas inicial - 
mente por velocidades iguales en valor absoluto (y de direcciones varia- 
das), este estado sería modificado desde que cada molécula habría sufri- 
do un choque; un segundo choque aportaría nuevas modificaciones y 
como tenemos que admitir que cada molécula sufre varios millones de 
choques por segundo, vemos que al cabo de un tiempo inapreciable, se 
habrá producido la irregularidad más completa en los valores de las velo- 
cidades. Cuando se trata de imaginar el caos de un movimiento tal, en 
que cada molécula sufre millones de choques cada segundo, se está obli- 
gado a admitir que la distribución de las velocidades es la misma que si 
fuera producida por el azar", con esta sola restricción: que la fuerza viva 
total permanece invariable*. Se llega así a estudiar un problema puro de 


en el sentido matemático del término, no son más que aproximadas, como forzosamente sucede 
con las ecuaciones físicas, no es ya posible la consecuencia de la constancia absoluta de cada 
uno de los miembros y no se puede deducir nada preciso. 
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Este punto de vista está confirmado por el estudio del movimiento en el espacio a 3 n di- 


mensiones (siendo n el número de moléculas). Ver por ejemplo mi Introduction géométrique á 
quelques theories physiques. 
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No puede ser cuestión, en tales choques, de pérdida de fuerza viva transformada en calor, ya 
que el calor no es otra cosa, según la teoría cinética, que la fuerza viva de las moléculas. 


teoría de las probabilidades. Representemos la velocidad de cada molé- 
cula por un vector OM, que tenga su origen en un punto fijo O y equiva- 
lente a esta velocidad; se trata de encontrar la distribución más proba- 
ble de los puntos M en el espacio, sabiendo que la suma de los cuadra- 
dos de sus distancias al origen tiene un valor dado. 

Es éste un problema de probabilidades continuas que no presen- 
ta ninguna dificultad particular; su solución conduce a la ley de Maxwe- 
11. Esta ley puede ser expresada bajo la forma siguiente, cuando los pun- 
tos M son extremadamente numerosos: la densidad de su distribución en 


el espacio es proporcional a qe , designando r la distancia Om. Esta 
ley es precisamente igual que la ley de distribución en el plano de los 
puntos alcanzados en un blanco por un gran número de tiradores que 
apuntan al punto O. Es en la vecindad del punto O que los puntos son 
más densos, pero no habría que deducir que son las velocidades próxi- 
mas a cero las que son más frecuentes; un cálculo fácil demuestra que las 
1 
velocidades más frecuentes son las vecinas de Xx Las moléculas que tie- 
nen una velocidad 10 veces mayor, son extremadamente raras, puesto 


que la densidad de los puntos que corresponden a tales velocidades es e” 
100 


No insisto sobre los diversos cálculos que pueden efectuarse 
gracias a la ley de Maxwell; de la fuerza viva total de las moléculas, co- 
nocida por el estudio global del gas, se puede deducir el valor medio de 
la velocidad, el valor del cuadrado medio, etc. 


65. Una cuestión más interesante es la de las fluctuaciones. He- 
mos dicho ya algunas palabras sobre las fluctuaciones de la densidad que 
se pueden producir en una mezcla gaseosa (y también en un gas simple); 
hemos comprobado que estas fluctuaciones son inaccesibles a la expe- 
riencia para volúmenes notables a la temperatura y a la presión ordina- 
rias; pero no sucede lo mismo en volúmenes microscópicos o gases enra- 
recidos o en soluciones muy diluidas de gases (si se admite la analogía 
entre los sólidos disueltos y los gases). Antes de precisar el valor de es- 
tas fluctuaciones de densidad, observemos que también se pueden produ- 
cir fluctuaciones de temperatura; por definición, la temperatura de una 


masa gaseosa es proporcional a la fuerza viva total de sus moléculas y 
por consiguiente a la fuerza viva media de una molécula, es decir, al cua- 
drado medio de la velocidad. 

Se podría decir, en rigor, que la velocidad de una molécula ais- 
lada está definida así por su temperatura, de suerte que en toda masa ga- 
seosa hay moléculas extremadamente frías y otras cuya temperatura pue- 
de ser 5 ó 6 veces más elevada que la temperatura media de la masa (es 
claro, se trata de temperaturas absolutas; 27%C corresponden a 300" ab- 
solutos; una temperatura 5 o 6 veces más elevada es entonces de 1500" a 
18009 absolutos, es decir alrededor de 1200* a 1500%C); la consideración 
de estas moléculas caldeadas ha sido invocada para explicar ciertos fenó- 
menos químicos. 

Una pequeña porción de la masa gaseosa tendrá una temperatura 
generalmente un poco diferente de la temperatura de la masa; sabemos 
que el orden de la amplitud de la fluctuación cuya probabilidad no es 
nula es proporcional a la inversa de la raíz cuadrada del número de molé- 
culas. 

Smoluchowski ha sido el primero en someter al cálculo esta im- 
portante cuestión de las fluctuaciones, en condiciones tales que la com- 
putación experimental puede ser ensayada. Es así que ha explicado fenó- 
menos de opalescencia que se producen en la vecindad del punto crítico. 

Es necesario citar también las investigaciones teóricas de Eins- 
tein sobre el movimiento browniano y su hermosa confirmación experi- 
mental por Jean Perrin, en su libro Los átomos. 


66. Gibbs ha dado el nombre de mecánica estadística a las in- 
vestigaciones en las que intervienen a la vez la mecánica y la teoría de 
las probabilidades, investigaciones cuyo tipo clásico es la teoría cinética 
de los gases, debida sobre todo a Maxwell y a Boltzmann. Desde el pun- 
to de vista físico el tratado de Gibbs no agrega nada de esencial a los tra- 
bajos de sus ilustres antecesores; pero desde el punto de vista teórico y 
matemático tiene incontestablemente grandes ventajas al exponer la 
“mecánica estadística” de una manera independiente de toda hipótesis 
particular sobre la teoría cinética. 


La expresión “mecánica estadística”* tiene, por otra parte, dos 
sentidos; se puede, como lo hemos hecho en las páginas precedentes, 
considerar una masa gaseosa determinada como formada por un gran nú- 
mero de moléculas y estudiar estadísticamente las propiedades de los 
movimientos de estas moléculas; éste es el punto de vista de Maxwell y 
el primer punto de vista de Boltzmamn. Pero Boltzmann y luego Gibbs 
han adoptado una concepción más general y tal vez más fecunda; es a 
esta concepción a la que nos referimos generalmente cuando hablamos 
de mecánica estadística. En lugar de una masa gaseosa, consideramos un 
número muy grande de masas gaseosas idénticas a la primera, al menos 
en lo que concierne a las propiedades accesibles a la experiencia; pero 
los movimientos de las moléculas son diferentes en estas diversas masas. 
Si consideramos un número bastante grande de tales masas para que to- 
das las posibilidades en lo que concierne al movimiento de las molécu- 
las, sean realizables, la mecánica estadística será el estudio de estas pro- 
piedades, que son las más frecuentes entre estas innumerables masas ga- 
seosas'*, 

Vemos claramente que, si consideramos una masa que encierra 
10% moléculas, las hipótesis diferentes que se puedan hacer sobre su es- 
tado llegan al número de A10? siendo A el número de hipótesis posibles 
para una molécula. Rigurosamente hablando, en la hipótesis habitual - 
mente admitida hasta aquí de la continuidad, A sería infinito; en todo 
caso A es un número muy grande y elevándolo a la potencia 10? se ob- 
tiene un número incomparablemente más grande*” que el exponente 10?*; 
a saber, un número cuyo número de cifras es igual a 1 0%. Para un núme- 
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Ver en la Encyclopedie des sciences mathématiques el artículo de P. y T. Ehrenfest, expues- 
to en francés por Emile Borel. 
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Es sin embargo más correcto, en lugar de hablar de masas gaseosas, hablar simplemente de 
“modelos matemáticos” de un gas, o de “modelos” de un gas; porque se puede imaginar estos 
modelos abstractos tan numerosos como se quiera, mientras que puede parecer extraño imagi- 
nar realizadas las masas de hidrógeno tan numerosas que su masa total excediera enormemente 
la masa del universo visible. 
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Se puede señalar al pasar que la influencia del exponente 10% es preponderante en relación 
al valor de A; si se toma A = 10 en lugar de A = 10, esto viene a elevar 10 a la potencia 10% 
24 
en lugar de 10”. 


ro de pruebas tan colosalmente elevado, las fluctuaciones posibles en re- 
lación con los resultados más probables son absolutamente desprecia- 
bles; o, en otros términos, las fluctuaciones no despreciables deben ser 
contempladas como imposibles, de tal manera son improbables. Son tan 
improbables como el milagro de los monos dactilógrafos. No habría, 
además, ninguna imposibilidad lógica, como lo ha hecho observar Eh- 
renfest, para llegar aun más lejos y, calificando la mecánica estadística 
de las moléculas como de primer orden y la mecánica estadística de los 
modelos de un gas como de segundo orden, continuar estudiando las me- 
cánicas estadísticas de tercer, cuarto, ..., enésimo orden. Pero este pro- 
yecto teórico no parece haber tenido hasta aquí ninguna utilidad efectiva. 


67. La mecánica estadística puede ser interpretada como el estu- 
dio de las posibilidades diversas que pueden ser deducidas de datos par- 
cialmente indeterminados. Esta indeterminación parcial de los datos se 
impone necesariamente al espíritu, desde el momento que uno se coloca 
frente a la realidad: es solamente desde un punto de vista puramente abs- 
tracto que se podría ensayar concebir un problema mecánico en el que 
los valores iniciales fueran conocidos con una precisión absoluta. Ahora, 
es fácil darse cuenta de que en la teoría cinética de los gases, la multipli- 
cidad de los choques tiene por consecuencia aumentar con una muy 
grande rapidez y en una proporción enorme, las más ligeras indetermina- 
ciones. 

Coloquémonos, para facilitar la comprensión, en la hipótesis de 
que las moléculas son perfectamente esféricas e imaginemos una sola 
molécula móvil que golpearía a las otras moléculas supuestas absoluta- 
mente fijas. Esta hipótesis simplificativa permite hacer razonamientos 
más breves y no cambia nada de lo esencial en las consecuencias que te- 
nemos en vista, como puede uno asegurarse por el análisis detallado del 
caso en que todas las moléculas son móviles. 

Lo que se sabe de las dimensiones de las moléculas, de sus dis- 
tancias mutuas y del número de choques experimentado por cada una de 
ellas”, permite hacerse la imagen siguiente del fenómeno que estudia- 
mos, realizado con una gran exageración: globos esféricos fijos, de un 
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Ver Jean Perrin, Les Atomes. 


decímetro de diámetro, se distribuyen irregularmente en el espacio de 
manera que la distancia de cada uno de ellos al más vecino sea de algu- 
nos metros; un globo semejante a los precedentes, se desplaza refleján- 
dose sobre estos obstáculos fijos con una velocidad tal” que el número 
de choques por segundo es del orden de los mil millones. 

Se ve inmediatamente que todo ocurre como si el centro de la 
esfera móvil, reducida así a un punto material, se desplazara reflejándose 
sobre esferas concéntricas a las esferas fijas, pero de radios dobles, si- 
guiendo esta reflexión las leyes de la reflexión de la luz. Nuestro proble- 
ma es entonces equivalente al estudio de la reflexión de un rayo lumino- 
so sobre estas nuevas esferas fijas. 

Imaginemos ahora que en lugar de un rayo luminoso único, geo- 
métricamente definido como una línea recta, tengamos un pincel infinita- 
mente delgado; podemos representarnos este pincel delgado bajo la for- 
ma de un cono de revolución cuyo ángulo de vértice es extremadamente 
pequeño (volveremos después sobre la magnitud del valor de este ángu- 
lo). Es evidente que reflejándose sobre la superficie convexa de las esfe- 
ras, el pincel luminoso se manifestará; podemos darnos cuenta sin cálcu- 
lo del resultado producido por varias reflexiones sucesivas. Es suficiente, 
en efecto, figurarse esferas pulidas, de uno o dos decímetros de diáme- 
tro, situadas a algunos metros de distancia las unas de las otras, y obser- 
var la reflexión de los rayos luminosos sobre una o varias de esas bolas. 
Se constata primero, fijando la atención sobre una de ellas, que todos los 
objetos que las rodean aparecen reflejados, pero notablemente empeque- 
ñecidos; la imagen de la bola vecina en particular tiene una dimensión 
angular que, en nuestras hipótesis, es casi el décimo de las dimensiones 
angulares aparentes de las bolas (hallándonos nosotros a una distancia 
como la que separa las bolas entre ellas). Si se pueden distinguir en la 
pequeña imagen de la bola vecina las imágenes de ciertos objetos refleja- 
dos en esta esfera y que se ve así, después de dos reflexiones sucesivas, 
estas imágenes se encuentran naturalmente empequeñecidas en la misma 
proporción. 
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Bien entendido, nuestra imagen exagerada debe ser contemplada como puramente geométri- 
ca y cinemática; desde el punto de vista dinámico, no se tendría derecho a aplicar así una tal 
transformación por similitud. 


La observación que nos imaginamos, no permite ir más lejos, 
porque las reflexiones sobre más de dos esferas empequeñecen de tal 
manera que ningún detalle es perceptible; solamente el globo del sol es 
lo bastante luminoso como para que se pueda distinguirlo como un pun- 
to, cuyo diámetro aparente es demasiado pequeño para ser evaluado. 
Pero esta simple observación hace intuir el resultado a que conduciría un 
cálculo detallado: en las condiciones imaginadas, cada reflexión dismi- 
nuye en la proporción de un décimo (más o menos) el diámetro aparente 
de los objetos; así, después de una centena de reflexiones, el diámetro 
aparente del sol se nos aparecería como del orden del tamaño de 107% 
(grados); esto quiere decir que los rayos que han partido de bordes 
opuestos del sol llegarían hasta nuestro ojo determinando entre ellos ese 
ángulo extremadamente pequeño. En virtud de lo que a veces se llama el 
principio de la marcha en sentido inverso de los rayos luminosos (princi- 
pio que se reduce aquí simplemente al hecho de que en las leyes de la re- 
flexión el rayo reflejado y el rayo incidente intervienen simétricamente), 
dos rayos que salgan de nuestro ojo, determinando entre ellos ese ángulo 
extremadamente pequeño, llegarían después de las mismas reflexiones, 
sufridas en sentido inverso, a los bordes opuestos del sol, es decir, harían 
entre ellos un ángulo de 10'% veces más grande que su, ángulo inicial. 
Después de mil millones de reflexiones, es decir, al cabo de un segundo, 
el ángulo inicial se hallaría multiplicado por 10*%%-00.000 ¿s decir, por 
un número que nuestra imaginación es absolutamente impotente para 
concebir. Por otra parte, desde que los bordes opuestos del haz inicial 
han llegado, después de las sucesivas reflexiones, a formar un ángulo 
bastante grande, las diversas porciones de este haz no se reflejarán más 
sobre las mismas esferas. Volviendo a la imagen de las moléculas, la 
molécula móvil que consideramos no golpeará las mismas moléculas. Si 
entonces nos proponemos escribir la historia de una pequeña masa ga- 
seosa cuyas moléculas queden a las velocidades iniciales, interiores al 
cono infinitamente delgado que consideramos, llegaremos, al cabo de 
una pequeña fracción de segundo, a distinguir entre las diversas partes 
del haz inicial, partículas cuyas historias serán enteramente diferentes 
unas de otras, desde el momento que las moléculas golpeadas no son 
más las mismas. Al cabo de un tiempo aun más breve, será necesaria una 


nueva subdivisión, y así sucesivamente, de modo que al cabo de algunos 
segundos, las subdivisiones sucesivas, habiendo aumentado según una 
ley exponencial, serán más numerosas que las moléculas del gas. Par- 
tiendo de las diversas velocidades iniciales interiores al cono infinita- 
mente delgado, se llega así, al cabo de algunos segundos, a contemplar 
como igualmente posible que la molécula considerada golpee a cualquie- 
ra de las otras, pudiendo además este choque producirse en un punto ab- 
solutamente cualquiera de la superficie de la molécula así chocada. Sien- 
do el número de combinaciones de moléculas de dos en dos, simplemen- 
te igual al cuadrado del número de las moléculas, se ve que al cabo de un 
tiempo doble, toda combinación imaginable de choques de dos en dos 
llega a ser igualmente probable, si hacemos sobre las velocidades de to- 
das las moléculas las hipótesis hechas sobre una de ellas”. 

Precisemos ahora un poco el carácter de estas hipótesis. Hemos 
imaginado las velocidades iniciales interiores a un cono cuyo ángulo en 
la cúspide sería extremadamente pequeño; nos basta que este ángulo lle- 
gue a ser apreciable después de multiplicarlo por 101900.000.000, 

Tratemos de evaluar, partiendo de la ley de Newton sobre la 
atracción universal, la desviación que haría sufrir a una molécula, en el 
intervalo entre dos choques, el desplazamiento de una masa extremada- 
mente pequeña situada a una gran distancia. Bajo la acción de la atrac- 
ción terrestre un cuerpo pesado cae, recorriendo en un segundo alrededor 
de 5 metros; en 107” segundo, recorrerá una cantidad 10% veces más pe- 
queña; si en lugar del globo terrestre consideramos una pequeña esfera 
concéntrica de la misma densidad y cuyas dimensiones lineales fueran 
10)” veces más pequeñas (cuya circunferencia mayor tiene 4 diez millo- 
nésimos de milímetro, en lugar de 40 millones de metros), siendo la 
masa de esta esfera 10% veces menor que la de la tierra, la desviación se- 
ría aun más pequeña 10* veces; sea 10% * 10% = 107! veces más peque- 
ña. Transportemos ahora esa esfera minúscula más allá de los extremos 
del universo visible, a un punto desde donde la luz tarda mil millones de 
años en llegarnos, en lugar de poner un cincuentavo de segundo para lle- 
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El tiempo necesario sería mucho más largo si se quisiera realizar un modo de asociación de- 
terminada de todas las moléculas dos a dos; porque en la evaluación del número de tales asocia- 
ciones el número de moléculas figura en el exponente. 


gar desde el centro de la tierra; siendo la distancia alrededor de 10* ve- 
ces más grande, la atracción se hará 10% veces más débil; la desviación 
es entonces, en definitiva, 107! * 10% = 101" veces más débil. Por fin, 
por un cálculo análogo que omito, se tendría el valor de la desviación 
que correspondería, no más a la acción de la esfera minúscula colocada a 
esa distancia prodigiosa, sino al simple efecto de un desplazamiento de 
un millonésimo de milímetro en la posición de tal esfera a tal distancia. 
Aun acumulando así las hipótesis de manera de reducir la acción a lo 
más débil posible, no llegaríamos a dividir la desviación por 10%, es de- 
cir que las variaciones producidas por una tal acción en la trayectoria de 
una molécula son colosalmente grandes en relación con lo que nos ha 
sido necesario para nuestro razonamiento. La representación de una 
masa gaseosa por un modelo único, formado por moléculas cuyas posi- 
ciones y velocidades en un instante dado son rigurosamente determina- 
das, es entonces una ficción puramente abstracta; no podemos aprox1- 
marnos a la realidad sino imaginándonos un haz de modelos, es decir, 
atribuyendo a los datos iniciales una cierta indeterminación. Por débil 
que sea esta indeterminación, por débil también que se suponga la deter- 
minación de las fuerzas exteriores, el efecto de los choques dispersa muy 
rápidamente los haces de trayectorias supuestos infinitamente pequeños 
y el problema del movimiento ulterior de las moléculas se hace, en muy 
pocos segundos, muy indeterminado al punto que un número colosal- 
mente grande de probabilidades diferentes son a priori igualmente pro- 
bables. Ahora bien, en un instante preciso, actual, una sola de esas posi- 
bilidades se realiza, pero la indeterminación renace tan considerable 
como antes, en cuanto se plantea el problema del estado en una época fu- 
tura, aun muy próxima. La única forma en que el problema podría ser 
planteado y resuelto es, por tanto, la forma estadística; el gran número de 
eventualidades posibles, ¿puede ser separado en dos grupos muy desi- 
guales, todas las que están reunidas en el grupo más numeroso teniendo 
ciertos caracteres comunes? Es así que si se encaran todas las eventuali- 
dades posibles para la sucesión de mil millones de tiros a cara o cruz, se 
puede constituir un primer grupo con los casos en que el apartamiento es 
inferior a 1.000.000 y que por consecuencia el número de tiradas gana- 
das está comprendido entre 499.000.000 y 501.000.000, y un segundo 


grupo con todos los otros casos. Siendo el primer grupo extremadamente 
más numeroso que el segundo, es infinitamente verosímil que el hecho 
que se realizará pertenecerá a este primer grupo, es decir, tendrá este ca- 
rácter: la relación del número de tiradas cara al número de tiradas cruz 
está comprendido entre 0,996 y 1,004. Las conclusiones a que llega la 
aplicación de los métodos estadísticos al estudio de los problemas de la 
teoría cinética son de la misma naturaleza que la conclusión precedente; 
por otra parte, en razón del gran número de moléculas, son aun más pre- 
cisos; en cuanto al sentido que hay que atribuir a las palabras infinita- 
mente verosímil no podemos menos que referirnos a la comparación del 
milagro de los monos dactilógrafos. 


68. Cuando se plantean bajo la forma precedente los problemas 
de la mecánica estadística, la objeción llamada objeción de Loschmidt 
puede ser fácilmente atacada. Esta objeción es la siguiente: la aplicación 
de la teoría cinética al estudio de los fenómenos termodinámicos, condu- 
ce a dar cuenta de los fenómenos irreversibles, tal como el estableci- 
miento del equilibrio de temperatura entre dos cuerpos puestos en con- 
tacto. Ahora bien, la teoría cinética utiliza fenómenos mecánicos todos 
reversibles, es decir, establece que las ecuaciones que representan estos 
fenómenos no son modificadas cuando se les cambia el signo del tiempo. 
En una forma más concreta, si se concibe que en un instante dado se 
hace retroceder a cada molécula imprimiéndole una velocidad exacta- 
mente opuesta a su velocidad actual, todo ocurrirá como si habiendo sido 
cinematografiado el movimiento, se proyectara el film a la inversa, co- 
menzando por las porciones más recientes. No es posible, objeta Losch- 
midt, explicar por un mecanismo reversible los fenómenos irreversibles. 
Esta objeción cae cuando nos hemos dado bien cuenta del carácter nece- 
sariamente estadístico de las explicaciones mecánicas; no se trata de de- 
terminar la marcha rigurosamente definida de los fenómenos mecánicos 
moleculares, pero sí la marcha más probable entre todas las marchas po- 
sibles; esta indeterminación de lo por venir es el principio mismo de la 
mecánica estadística; pero no se podría hablar de indeterminación del 
pasado, y esto es porque la distinción entre el pasado y el porvenir, es 
decir, la disimetría del principio de Carnot, en lo que concierne al signo 


del tiempo, no es contradictoria con una explicación mecánica de los he- 
chos termodinámicos. 

Volveremos más adelante (capítulo X), sobre la discusión de la 
teoría de la irreversibilidad. 


69. Han sido muy estudiados, en estos últimos años, fenómenos 
importantes y nuevos, en los que la teoría de las probabilidades intervie- 
ne, por así decir, a cada instante: son los fenómenos de la radioactividad. 
No puedo extenderme aquí en la historia del descubrimiento ni sobre el 
detalle de estos fenómenos, que han ocupado rápidamente tan gran lugar 
en la física”. Sin embargo, es necesario precisar brevemente su naturale- 
za. El carácter esencial de la radioactividad, parece ser la descomposi- 
ción espontánea de algunos átomos. Esta descomposición se distingue 
muy claramente de la disociación química de una molécula en varios 
átomos, por varios caracteres, entre los cuales el más importante tal vez 
es su invariabilidad frente a todos los agentes físicos”, En otros térmi- 
nos, en un tiempo dado, una sustancia radioactiva determinada llega a 
perder, en virtud del fenómeno de la radioactividad, una proporción rigu- 
rosamente determinada de su peso. Todo ocurre pues como si cada áto- 
mo radioactivo tuviera a cada instante la misma probabilidad de destruir- 
se durante el segundo siguiente, no pudiendo ser modificada esta proba- 
bilidad ni por los agentes físicos (temperatura, presión, campo eléctrico 
o magnético) ni por el envejecimiento espontáneo del mismo átomo. Si 
se admite este punto de vista como una interpretación exactamente ade- 
cuada de los hechos experimentales —-y parece que no puede dejarse de 
admitir""— el estudio matemático de los fenómenos radioactivos perte- 
nece manifiestamente al dominio de la teoría de las probabilidades. Es 


93 : . z 

Ver, para la historia, en la Revue du Mois del 10 de enero 1913, la Conférence Nobel, 1903, 
por Pierre Curie y la Conference Nobel, 1912, por la señora Curie. Varias publicaciones perió- 
dicas están, en diversos países, especialmente consagradas a las investigaciones científicas so- 


bre la radioactividad, en particular, en Francia, la publicación mensual Le Radium. 
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Además, la radioactividad es hasta ahora enteramente irreversible, es decir, no se conocía 


medio alguno para recombinar los átomos que resultan de la desintegración de un átomo radio- 
activo. Pero este carácter negativo puede ser debido solamente a la insuficiencia de nuestros 


métodos de trabajo. 


ES Ver Traité de Radioactivité de la señora Curie (Gauthier Villars). 


sin embargo posible, para muchos de estos fenómenos, no hacer interve- 
nir más que el resultado global observado, la desintegración de una pro- 
porción fija en un tiempo dado, pero para otros fenómenos, la teoría de 
las probabilidades está forzosamente puesta en juego de una manera ex- 
plícita: es el caso del estudio del centelleo y numeración directa de las 
partículas a emitidas por el radio y otras sustancias radioactivas. 

Estas partículas a no son otra cosa que átomos de helio; debe- 
mos admitir que, en un segundo, un átomo de radio sobre cien mil millo- 
nes, más o menos, se descompone en un átomo de helio y un átomo de 
emanación. El átomo de helio es proyectado con una gran velocidad y da 
lugar a fenómenos eléctricos que permiten revelar su presencia. Si no se 
toman precauciones especiales, las partículas a así emitidas son demasia- 
do numerosas para que se las pueda observar individualmente. Un gramo 
de radio encierra, en efecto, varias decenas de miles de millones de veces 
cien mil millones de átomos, de manera que en la proporción de uno so- 
bre cien mil millones, se desintegran varias decenas de miles de millones 
por segundo”. Para reducir este número a algunas unidades por segundo, 
O aun a una unidad durante algunos segundos, se piensa inmediatamente 
en dos medios que se utilizarán simultáneamente. Primero de todo, redu- 
cir la masa empleada, lo que es fácil por el empleo de soluciones diluidas 
de sales radioactivas; luego, reducir por medio de pantallas sucesivas la 
abertura angular en la que se estudia la emisión. La ley del azar se aplica, 
en efecto, tanto a la dirección en que es emitida la partícula a. como a la 
emisión misma; porciones equivalentes de la superficie de una esfera tie- 
nen probabilidades iguales de recibir esos proyectiles; si se separan los 
que corresponden al milésimo o al diez milésimo de la superficie de la 
esfera, se tendrá entonces 1.000 ó 10.000 veces menos. Ahora bien, la 
superficie de un círculo de un centímetro de diámetro es la diezmilésima 
parte de la superficie de una esfera de 25 centímetros de radio. Se conci- 
be entonces sin esfuerzo que haya sido posible, aun operando con cuer- 
pos más radioactivos que el radio, llegar a revelar experimentalmente las 
emisiones de partículas a y medir los intervalos de tiempo que las sepa- 
ra. La repartición de esos intervalos de tiempo alrededor de su valor me- 
dio es un problema de probabilidades continuas. Se puede, en efecto, 
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Alrededor de 34 mil millones, según las observaciones más recientes. 


siendo la duración de la experiencia pequeña en relación a la duración 
necesaria para una disminución apreciable de la masa radioactiva utiliza- 
da, considerar que la probabilidad de la emisión es constante; la esperan- 
za matemática del jugador que recibiera una suma fija por partícula emi- 
tida, es proporcional al tiempo. El problema de las probabilidades conti- 
nuas puede ser planteado bajo la forma geométrica siguiente: Sobre una 
recta indefinida se marcan al azar un cierto número de puntos, de tal 
manera que haya término medio hx puntos sobre una longitud x; ¿cuál 
es la probabilidad para que la distancia de un punto marcado al que es- 
tá situado inmediatamente a su derecha sea superior a una longitud 
dada (y)? 

Un cálculo fácil” demuestra que esta probabilidad es e”. Si se 
mide un gran número de distancias (es decir, intervalos de tiempo trans- 
curridos entre dos emisiones sucesivas), se puede comprobar el acuerdo 
entre este resultado y la experiencia. Esta comprobación ha sido realiza- 
da de una manera satisfactoria”, haciendo muy verosímil el punto de 
partida del cálculo. El estudio de los centelleos conduce también a resul- 
tados muy satisfactorios. 


17 


70. Haría falta una obra entera para exponer con detalle las nue- 
vas aplicaciones de la teoría de las probabilidades a la física; tan nume- 
rosas han sido en estos últimos años. Limitémonos a enumerar rápida- 
mente las investigaciones experimentales y teóricas de Paul Langevin 
sobre los gases ionizados” y sobre la permeabilidad magnética de los ga- 
ses'%, los trabajos experimentales de Jean Perrin sobre el movimiento 


e Ver E. Borel, Introduction géométrique a quelques théories physiques. Nota V (Gauthier- 
Villars). 


q Citaré señaladamente una experiencia muy completa hecha por la señora Curie, con la ayuda 
de sus preparadores, y aún no publicada en el momento en que escribo estas líneas. Esta expe- 
riencia sobre 10.000 emisiones y el estudio numérico, hecha con el mayor cuidado por la señora 
Curie, concuerda admirablemente con las previsiones teóricas. Esta concordancia es la prueba 
experimental más completa de la invariabilidad de la radioactividad. 


29 These, París, 1902. 
290 Journal de Physique, 4 (1905), p. 678, y Annales de chimie et de physique, 8* serie, t. IV, 


1905, p. 70. Es la hermosa teoría del paramagnetismo de Paul Langevin, que conduce a Pierre 
Weiss a la concepción del magneton, o átomo de magnetismo, concepción probada por numero- 


browniano'”, los estudios sobre las radiaciones de J. D. van der Waals'”, 


H. A. Lorentz!”, y Einstein'”*, que se pueden relacionar, por lo demás, a 
las investigaciones anteriores de lord Rayleigh'”, los estudios sobre la 
dispersión difusa de la luz por las moléculas'%, los trabajos de A. Cotton 
y H. Mouton sobre la doble refracción magnética y eléctrica de los flui- 
dos'”, el estudio de la marcha termodinámica de los gases ultraenrareci- 
dos'* es decir, tales que los caminos medios recorridos por una molécula 
entre dos choques es grande en relación a las dimensiones del vaso, de 
manera que los choques contra las paredes juegan un papel preponderan- 
te en relación a los choques de las moléculas entre sí, y muchas otras 
cuestiones cuya exposición estaría fuera del cuadro de esta obra. Me pa- 
rece sin embargo necesario dar al menos una idea de la manera cómo se 
plantean tres cuestiones particularmente importantes en la física moder- 
na: la equipartición de la energía, la definición general de la entropía 
como logaritmo de la probabilidad y la teoría de los quanta. 


71. El principio de la equiparación de la energía consiste, .bajo 
su forma más simple, en que, en una mezcla de gases, la fuerza viva me- 
dia (es decir, el semiproducto de la masa por el cuadrado de la veloci- 


sos hechos experimentales y que ha permitido prever otros. Ver Weiss. Los momentos magnéti- 
cos de los átomos y el magneton, en la obra: Les idées modernes sur la constitution de la matié- 
re (Gauthier-Villars), 1913. 

es Ver Jean Perrin, Les Atomes (París, F. Alean). 

102 Dissertation, Amsterdam, 1900. 

Sá Emission und Absorption der Metalle (Proc. Amst. 1903, p. 666). 


104 ennalen der Plnysik (4), 19 (1906), $ 2. 


Ade J. W. Strutt (Lord Rayleigh), Sobre la resultante de un gran número de vibraciones de la 


misma intensidad y sobre la fase arbitraria. (Scientific papers, 1871, n0Q 6, p. 76; 1880, n9 68, p. 


491, 


20% H. A. Lorentz, Académie d "Amsterdam, 25 de junio de 1910; A. Einstein Annalen der Phy- 


sik, 34 (1911). 


eds Bulletin de la Société francaise de physique, 1910. Ver también Paul Langevin en Le Ra- 


dium, 1910, p. 249 y A. Corbino, Physikalische Zeitschrift 1910, p. 756. 
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Se encontrará una exposición muy clara de esta última cuestión en la conferencia de L. Du- 


noyer publicada por la Sociedad francesa de fisica en el volumen ya citado: Idées modemes sur 
la constitution de la matiére. 


dad) es la misma para las moléculas de los distintos gases; la velocidad 
media disminuye en razón inversa a la raíz cuadrada del pego molecular. 
Es así que las moléculas de oxígeno, que son 16 veces más pesadas que 
las moléculas de hidrógeno, su velocidad media en las mismas condicio- 
nes de temperatura, es 4 veces más pequeña; a la temperatura ordinaria 
esta velocidad media es de 1.700 metros para el hidrógeno y de 425 me- 
tros para el oxígeno. 

Sin entrar en el detalle de los cálculos, bastante largos y minu- 
ciosos, podemos darnos cuenta de que las moléculas cuya fuerza viva so- 
brepasa notablemente la media tienen, en relación con las otras, una pro- 
babilidad relativamente mayor de golpear a las moléculas que se presen- 
tan en su camino como obstáculos, de lo que surge, naturalmente, una 
pérdida de fuerza viva en detrimento de la molécula rápida y una ventaja 
en provecho de las moléculas así golpeadas. No es posible entonces que 
algunas moléculas privilegiadas tengan constantemente una fuerza viva 
superior a la media; el efecto de los choques sería restablecer hacia la 
media las moléculas que se hubieran desviado momentáneamente. Se 
puede por tanto presumir (naturalmente que esto no es, en manera algu- 
na, un razonamiento riguroso) que todas las moléculas tendrán una fuer- 
za viva, alternativamente inferior y superior a la media y que, por consi- 
guiente, la fuerza viva media será la misma para todas. 

La equiparación de la energía se verifica experimentalmente, 
como lo ha demostrado Jean Perrin, por las partículas microscópicas en 
suspensión en los líquidos, que son agitadas por movimientos irregulares 
a los que se ha dado el nombre de movimientos brownianos. Acabamos 
de decir que a la temperatura ordinaria la velocidad de una molécula de 
hidrógeno es de 1.700 metros por segundo, ésta es consiguientemente 
igual a 170.000 en unidades C. G. S.; por otra parte, la masa de la molé- 
cula de hidrógeno es alrededor de 3.10%; la energía cinética se obtiene 
multiplicando la mitad de la masa por el cuadrado de la velocidad, lo que 
da alrededor de 4.10'* dinas. Si se observa, como lo ha hecho Perrin, gra- 


nos cuya masa es del orden de tamaño de 10* (lo que corresponde a un 
diámetro de algunos diez milésimos de milímetro), la velocidad corres- 
pondiente a esta energía cinética será una cifra del orden de la unidad, es 
decir, del centímetro por segundo. De hecho, no se mide la velocidad, 


sino el desplazamiento en un tiempo dado, desplazamiento que es la re- 
sultante de un gran número de desplazamientos irregulares; la teoría de 
las probabilidades permite, como lo ha demostrado Einstein, deducir el 
valor de la velocidad media del valor del desplazamiento medio'”. 
Hemos hablado hasta aquí de la energía que corresponde al des- 
plazamiento de conjunto de las moléculas, o energía de traslación; es a 
esta energía a la que se ha aplicado primero el principio de la equiparti- 
ción, gracias a lo cual se han evitado muchas dificultades. Pero se puede 
dar de este principio un enunciado más general, que en algunos casos 
conduce a consecuencias incontestablemente exactas, pero que en otros 
provoca dificultades muy serias. Este enunciado se basa en la noción de 
los grados de libertad de un sistema, noción muy clara para los sistema-s 
mecánicos simples, pero bastante confusa para los sistemas continuos, 
tal como el éter que imaginan algunos físicos. Una esfera, supuesta per- 
fectamente pulida, no puede en ningún caso ser puesta, por una acción 
mecánica exterior, a girar sobre sí misma; sus desplazamientos se con- 
funden entonces con los desplazamientos de su centro de gravedad; si 
este punto de gravedad puede desplazarse libremente en el espacio, en 
sus tres dimensiones, se dirá que la esfera posee tres grados de libertad; 
no poseería más que dos, si su centro estuviera sujeto a permanecer en 
un plano dado o una superficie fija. Contemplemos ahora una molécula 
cuya forma sería de un elipsoide con tres ejes desiguales; los choques ha- 
rán girar este elipsoide y para fijar su posición, se necesitará, además de 
las tres coordenadas del centro, conocer las direcciones de los ejes, lo 
que exige tres nuevos datos numéricos; el elipsoide tiene entonces 6 gra- 
dos de libertad; este número se reducirá a 5 si el elipsoide fuese de revo- 
lución; no puede reducirse a 4 porque un elipsoide que fuera de revolu- 
ción alrededor de dos de sus ejes, lo sería también alrededor del tercero y 
se reduciría a una esfera''”, El enunciado general del principio de la equi- 
partición es el siguiente: la energía cinética media es la misma para 
cada grado de libertad. Una de las confirmaciones más notables de este 


ed Ver la obra ya citada de Jean Perrin. 


m0 Es ésta una propiedad cuyo origen es la estructura del grupo de las simetrías del espacio. Es 


muy notable que esta propiedad puramente analítica y geométrica de este grupo se encuentra en 
las propiedades físicas de que hablaremos más adelante (calores específicos). 


principio es debida a los valores de los calores específicos de los gases y 
de los sólidos a la temperatura ordinaria; este calor específico, relaciona- 
do a la molécula, tiene valores que son sensiblemente iguales para nume- 
rosos grupos de cuerpos, siendo estos valores constantes, proporcionales 
a los números 3, 5 y 6, que corresponden a los tres casos de simetría que 
hemos contemplado: esfera, elipsoide de revolución, elipsoide de tres 
ejes desiguales. Pero el estudio de los calores específicos a bajas tempe- 
raturas da lugar a grandes dificultades sobre las que diremos algunas pa- 
labras luego, en ocasión de la teoría de los quanta. 

No es posible entrar aquí en el detalle de los cálculos relativos al 
principio general de la equipartición; indiquemos, sin embargo, que la 
definición precisa de la energía media relativa a un grado de libertad 
dado, exige necesariamente la descomposición de la energía total en una 
suma de cuadrados, relativos cada uno a un grado de libertad, sin térmi- 
nos rectangulares'"”. 

Otra dificultad es más seria aún, y parece no poder ser resuelta 
sino por hipótesis de discontinuidades análogas a las de la teoría de los 
quanta. No parece posible admitir que una molécula o un átomo sea rigu- 
rosamente esférico, y no puede, por lo tanto, adquirir ninguna energía de 
rotación. Ahora bien, por débil que sea la disimetría con respecto a la es- 
fera, la rotación deja de ser imposible: como las ocasiones (choques) son 
innumerables, esta rotación se producirá y se realizará la equipartición. 
Podemos darnos cuenta, sin cálculos, observando que las mismas razo- 
nes que hacen difícil la adquisición de la energía de rotación, hacen difí- 
cil también la pérdida de esta energía, una vez que ha sido adquirida. 
Muchas otras dificultades pueden producirse con relación a la equiparti- 
ción; y están lejos de estar todas resueltas'"”; estas dificultades no deben, 
con todo, hacernos olvidar los casos en los que el principio de la equi- 
partición se apoya en sólidas bases; este principio puede entonces ser 
contemplado como traduciendo una propiedad geométrica de las superfi- 
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En algunos cálculos, se admite que los términos rectángula-res desaparecen en los prome- 


dios, por razón de simetría. Estos cálculos me parece que deben ser examinados muy de cerca 
en razón de la gran cantidad de términos rectangulares en relación a los términos cuadráticos; 


cada uno de ellos puede entonces ser muy pequeño y su conjunto, sin embargo, apreciable. 


us Ver los Rapports et discussions de Bruselas, 1911, publicadas por Paul Langevin y Mauri- 


ce de Broglie (Gauthier-Villars). 


cies de segundo grado (elipsoides) en el espacio, con un gran número de 
dimensiones y superficies cuyo estudio pertenece a la teoría de las pro- 
babilidades ''*. 


72. Boltzmann y Gibbs han demostrado que en el caso de un 
gas, la función a la que Clausius ha dado el nombre de entropía se con- 
funde con un factor próximo al logaritmo de la probabilidad de un estado 
determinado. 

La forma dada por Clausius al principio de Carnot, según la cual 
la entropía de un sistema aislado no decrece jamás, se traduce entonces 
por esta proposición: que un sistema aislado no pasa jamás de un estado 
más probable a un estado menos probable; evoluciona espontáneamente 
hacia los estados más probables. 

La entropía de un sistema formado por la reunión de otros dos, 
es sin embargo igual a la suma de las entropías, mientras que la probabi- 
lidad de un estado determinado por el sistema total es igual al producto 
de las probabilidades de los estados correspondientes a los sistemas par- 
ciales; estas relaciones concuerdan con la propiedad fundamental de los 
logaritmos: el logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos de 
los factores. Esto conduce a extender a los casos más generales la rela- 
ción deducida de la teoría cinética para los gases: 


Entropía = h * logaritmo de la probabilidad. 


Es posible, por otra parte, considerar esta relación fundamental 
como la definición misma de la probabilidad, considerando la entropía 
como definida (a una constante aditiva, próxima) por la termodinámica 
clásica; se puede también, inversamente, definir la entropía partiendo de 
la probabilidad. En un caso, como en el otro, se presentan dificultades 
bastante serias en la definición misma de la probabilidad de un estado 
determinado por un sistema dependiente de parámetros que varían de 
una manera continua. Algunas de estas dificultades, pero no todas, son 
evitadas por medio de la hipótesis de los quanta de Planck, de las que di- 
remos unas palabras. 


dd Ver E. Borel, Introduction geométrique a quelques théories physiques (cit.). 


73. La hipótesis de los quanta ha sido imaginada para evitar las 
consecuencias contrarias a la experiencia a que conduce la aplicación de 
la equiparación de la energía a la teoría de las radiaciones. Se sabe que 
en un recinto cerrado las radiaciones tienen por efecto establecer un 
equilibrio de temperatura entre todos los cuerpos en él encerrados; el 
equilibrio se establece separadamente por las radiaciones de diferentes 
longitudes de onda; es así que se llega a definir lo que se llama: la com- 
posición de las radiaciones negras a una temperatura determinada. Se 
representa, por otra parte, la emisión por radiaciones como debida a re- 
sonadores, que tienen cada uno un período (y por consiguiente, una fre- 
cuencia) determinada. 

La composición de las radiaciones negras a una temperatura de- 
terminada, equivale entonces a la repartición de la energía total de las ra- 
diaciones entre los resonadores de diversos períodos. Si esta repartición 
se hiciera siguiendo las leyes de la mecánica estadística ordinaria, debie- 
ra satisfacer al principio de la equipartición. Ahora bien, esto 1m- 

plicaría que la intensidad de las radiaciones para las diversas 
longitudes de onda debiera variar proporcionalmente a la temperatura 
absoluta; por consiguiente, una placa de plata pulida, que es muy brillan- 
te en la oscuridad cuando se la lleva a 1227*C (o sea 1500? absolutos) 
debiera ser 5 veces menos brillante, es decir, brillar de una manera aun 
muy apreciable a 27"C (unos 300% absolutos). Esta conclusión está en 
contradicción flagrante con la experiencia inmediata. Hay que admitir, 
entonces, que los resonadores cuyo período corresponde a las radiacio- 
nes visibles emiten, a la temperatura ordinaria, mucho menos energía 
que lo que exigiría el principio de la equipartición. La hipótesis por la 
cual Planck ha explicado este hecho experimental es extraña a primera 
vista; ha demostrado, sin embargo, ser muy fecunda después de 10 años, 
y a pesar de las numerosas dificultades que quedan aún por resolver, a 
pesar de las modificaciones de detalle, algunas veces contradictorias en- 
tre ellas, que ha sido necesario hacerle sufrir para adaptarla a diversas 
teorías, parece incontestable hoy que esta hipótesis no es una pura abs- 
tracción teórica, sino que la discontinuidad, que le es esencial, subsistirá 


en las transformaciones cuya necesidad sus más fervientes adeptos están 
de acuerdo en reconocerle. 

La hipótesis esencial de la teoría de los quanta es que, en algu- 
nas circunstancias al menos (emisión), la energía de un resonador no 
puede variar de una manera continua, «lino solamente por quanta dis- 
continuos, múltiplos enteros de un quantum, que es el resultado del pro- 
ducto de la frecuencia por una constante h (constante universal de Plan- 
ck). Cuanto mayor es la frecuencia v, cuanto más cortos son los perío- 
dos, más elevado es el producto Av; podemos así darnos cuenta de cómo 
los resonadores de gran frecuencia, correspondientes a las vibraciones 
luminosas, pueden no entrar en juego a la temperatura ordinaria, aunque 
la radiación calorífica sea apreciable. 

Desde el punto de vista de la teoría de las probabilidades, la teo- 
ría de los quanta introduce también una discontinuidad y, en el estudio 
de la equipartición, reemplaza un problema de probabilidades continuas 
(que conduciría a consecuencias contrarias a la experiencia) por un pro- 
blema de probabilidades discontinuas. Este problema es el de la distribu- 
ción más probable de la energía entre los diversos resonadores, debiendo 
ser hecha esta distribución de tal manera que atribuya a cada resonador 
un múltiplo entero del quantum definido por su período (o bien, al me- 
nos, contemplando como idénticas desde el punto de vista de la probabi- 
lidad, las distribuciones en las cuales la energía atribuida a un resonador 
está comprendida entre un múltiplo entero de un quantum y el múltiplo 
entero inmediatamente superior). 

Se puede observar, por otra parte, que si no se admite una dis- 
continuidad o una hipótesis equivalente''*, la definición de la probabili- 
dad de un estado conduce a dificultades analíticamente inextricables; las 
únicas reparticiones en que la probabilidad no es nula son las reparticio- 
nes uniformes o casi uniformes. La introducción sistemática de la dis- 
continuidad no suprime todas las dificultades en la definición general de 
la probabilidad de un estado, pero las atenúa; se podría concebir que sis- 
tematizando el empleo de variables discontinuas en la definición de las 
magnitudes físicas (quanta de rotación, etc.) los fenómenos que pueden 
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Sobre ciertas hipótesis continuas equivalentes a las hipótesis discontinuas, ver E. Borel, 


Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, 5 de enero de 1914. 


producirse en un espacio limitado y cerrado sean considerados como de- 
pendientes de un número finito de parámetros pudiendo tomar cada uno 
solamente un número finito de valores, siendo así finito el número total 
de posibilidades, aunque a decir verdad, extremadamente grande. Una tal 
concepción no concuerda en absoluto con las ideas de continuidad que se 
han demostrado tan fecundas, en los siglos XVIII y XIX, en el estudio de 
los fenómenos naturales y gracias a los que tantas conquistas científicas 
e industriales han sido realizadas. Parece muy difícil abandonar comple- 
tamente estas concepciones antiguas y no es fácil darse cuenta en qué 
medida son conciliables con las ideas nuevas; lo que parece incontesta- 
ble es el papel importante que no dejará más de jugar la teoría de las pro- 
babilidades en las teorías físicas. 


CAPÍTULO VII 


LAS CIENCIAS MATEMÁTICAS 


74. Algunas palabras sobre la astronomía y la cos- 
mogonía. - 75. La antítesis entre las matemáticas y el azar. - 
76. Los números conmensurables y la probabilidad. - 77. La 
medida de conjuntos lineales. - 78. La racionalidad de los nú- 
meros concretos. - 79, La cuestión de los pesos atómicos. - 80. 
La medida de los conjuntos superficiales y las funciones de 
variable compleja. 


74. Las aplicaciones de la teoría de las probabilidades a la astro- 
nomía pueden ser consideradas entre las aplicaciones a las ciencias físi- 
cas, en razón de su analogía con la teoría cinética de los gases, y también 
entre las aplicaciones a las ciencias matemáticas, ya que la mecánica ce- 
leste, desde Newton y Laplace, debe ser considerada como formando 
parte de las ciencias matemáticas, puesto que deduce de un pequeño nú- 
mero de principios resultados precisos y rigurosos que la observación no 
tiene más que comprobar. 

Las investigaciones astronómicas y cosmogónicas en las que in- 
terviene la teoría de las probabilidades, son demasiado especiales para 
que sea posible exponerlas aquí en detalle. Por otra parte, no han condu- 
cido a resultados bastante definitivos para que se pueda llegar a resumir 
las conclusiones. Debo pues limitarme a señalar su existencia!'”, 


75. Resulta paradojal, al abordar el tema, pensar que la teoría del 
azar pueda aplicarse a las ciencias matemáticas puras, puesto que parece 


nda Entre los trabajos de mayor importancia sobre estas cuestiones, hay que señalar ante todo 
los de Lord Kelvin (ver sus obras completas). Recientemente M. Charlier, astrónomo del Ob- 
servatorio de Lund (Suecia) ha publicado una serie de notas y memorias de gran interés sobre 
estadística estelar. 


ser ése un dominio en que todo está definido con precisión, en que las 
conclusiones son absolutamente rigurosas y por consecuencia no hay lu- 
gar para el azar y para la probabilidad. Quisiera tratar de hacer entender 
cómo han podido llegar a introducirse, en las cuestiones de matemáticas 
puras, el lenguaje y los métodos de la teoría de las probabilidades; estaré 
obligado, para lograr este propósito, a pedir a mis lectores que no cono- 
cen de matemáticas más que los elementos, tenerme confianza y admitir 
sin demostraciones resultados cuya significación se encuentra expuesta 


en los tratados especiales y no pueden exponerse aquí!'*, 


76. Las más simples cuestiones de probabilidad que se puedan 
plantear en matemáticas puras son las cuestiones relativas a los números 
reales, porque el conjunto de estos números es uno de los conjuntos infi- 
nitos que conocemos mejor, o creemos conocer mejor, puesto que desde 
que se profundiza el análisis, nos encontramos pronto, como lo veremos 
más adelante, con dificultades imprevistas. Sin embargo, no es dudoso 
que toda persona que conozca elementos de matemática comprenderá de 
qué se trata cuando se le hable de los números comprendidos entre 0 y 1, 
es decir el conjunto de fracciones decimales ilimitadas tales como: 

0,43752........ 

Entre estos números, se distinguen los que son conmensurables 
(sobreentendido: con la unidad, es decir que son iguales a una fracción 
como 1/2 6 2/3, y los que son inconmensurables, es decir, que no son 
iguales rigurosamente a fracción alguna, como es el caso por ejemplo 
para la raíz cuadrada de 2; la inconmensurabilidad de la diagonal del 
cuadrado con el lado de ese cuadrado era ya conocida por los geómetras 
griegos. Cuando se escriben bajo forma de fracción decimal, los núme- 
ros conmensurables dan lugar a fracciones limitadas tales como 0,5 o a 
fracciones periódicas tales como 0,166... que es igual a 1/6. La fracción 
limitada puede, sin embargo, ser contemplada como un caso particular 
de la fracción periódica: el caso en que el período estuviera formado ex- 
clusivamente de ceros o exclusivamente de 9 (puesto que 0,4999... es 
equivalente a 0,5). Es casi evidente que la probabilidad para que una 


mie Ver, por ejemplo, E. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions (Gauthier-Villars). 


fracción decimal ilimitada sea periódica, es igual a cero'”, porque esta 
probabilidad es más pequeña que todo número asignable. Si nos imagi- 
namos, en efecto, que se escriben las cifras decimales sucesivas a partir 
de la coma, es necesario para que la fracción decimal sea periódica, que 
a partir de un cierto momento''* todas las cifras se reproduzcan en un or- 
den determinado; es necesaria entonces que se produzcan una infinidad 
de sucesos favorables; en virtud del principio de las probabilidades com- 
puestas, debe obtenerse el producto de una infinidad de fracciones más 
pequeñas que la unidad'*”; el resultado es entonces tan pequeño como se 
quiera, es decir cero. Se podría expresar el mismo hecho diciendo que la 
probabilidad es infinitamente pequeña, no tomando las palabras infinita- 
mente pequeña sino en un sentido próximo al que se les da en el análisis 
matemático: cantidad variable que tiende al cero. Puede parecer singular, 
en efecto, hablar de probabilidades cero para un acontecimiento que no 
es imposible, puesto que hay números conmensurables; y no es sin em- 
bargo paradójico hacerlo, si se observa que el conjunto de números es in- 
finito y que el producto del infinito por cero debe ser considerado no so- 
lamente como nulo, sino como indeterminado. Es así que la probabilidad 


para que un número elegido al azar sea precisamente un número dado, es 


evidentemente nula”. 


27% Para demostrar rigurosamente este punto, hay que utilizar la teoría de las probabilidades in- 


numerables. Ver E. Borel, Las probabilidades enumerables y sus aplicaciones aritméticas (Ren- 
diconti del Circolo matemático di Palermo, t. XXVII, 1909), y Un problema de probabilidades 


relativo a las funciones continuas (Mathematische Annalen, t. 72, 1912). 


118 a A hdi ; 
El razonamiento riguroso y completo exigiría tener en cuenta que el período puede ser tan 


largo como se quiera. 


119 y , ES y e S 
Y aún más pequeñas que una fracción fija inferior a 1. 


an Bien entendido que esto supone qué es lo que se entiende por las palabras elegido al azar; 


admitimos que la probabilidad es la misma para todos los números; su valor no puede entonces 
ser más que cero, porque si fuera positiva, por pequeña que fuera, se obtendría para la elección 
de un número suficientemente grande de números una probabilidad superior a la unidad, lo que 
es absurdo. No es lo mismo si se considera que el número desconocido cuya probabilidad eva- 
luamos, es la solución de un problema de análisis, aún complicado. En este caso, es casi impo- 
sible definir correctamente la probabilidad, puesto que se presenta, sin que sea fácil justificar 
con precisión esta impresión a priori, que los números simples, tales como los números racio- 
nales, o los irracionales elementales, o los números trascendentales usuales como e y í son más 
probables que un número cuyas cifras decimales estarían regidas por una ley aritmética muy 
complicada. 


77. La conclusión a que hemos llegado por el estudio aritmético 
de los números decimales se encuentra justificada también por la repre- 
sentación geométrica de los números sobre una recta fija o eje por el 
punto cuyo número es la abscisa. 

El número x está así representado por un punto M del eje, tal 
que OM sea igual a x, siendo O el origen de las abscisas'”!; los números 
x comprendidos entre cero y uno, están así representados por todos los 
puntos de un segmento OA cuya longitud es igual a la unidad, corres- 
pondiendo el punto O al cero y el punto A a uno. Es claro que toda por- 
ción, por pequeña que sea, del segmento OA, encierra una infinidad de 
números racionales (es decir de puntos representativos de números racio- 
nales); porque si una porción MN es superior, para fijar conceptos, a un 
millonésimo, será suficiente considerar los intervalos sucesivos de exten- 
sión igual a un diezmillonésimo, a saber, de cero a 0,000.0001, luego de 
0,000.0001 a 0,000.0002, etc. hasta 0,9999999 a uno, para que sea cierto 
que varios de estos intervalos sean enteramente interiores a MN (si no la 
longitud MN sería inferior a la suma de dos intervalos consecutivos, es 
decir de dos diezmillonésimos). Si se supone que el intervalo 0,3456778 
a 0,3456779 sea interior a MN, todos los números racionales cuyas siete 
primeras cifras decimales son 0,3456778 están sobre MN; hay allí evi- 
dentemente, una infinidad. El razonamiento sería el mismo si MN, en lu- 
gar de ser supuesto superior a un millonésimo, fuera supuesto superior a 
un millonésimo de millonésimo, o a cualquiera otra fracción, por peque- 
ña que sea. 

Se expresa esta propiedad diciendo que los números racionales 
son densos en todo el intervalo OA. ¿Cómo es compatible este hecho 
con aquél de que la probabilidad es nula para que un número elegido al 
azar sea racional? Para darse cuenta es necesario precisar una noción 
muy importante, la de la medida de un conjunto lineal, es decir, de un 
conjunto de puntos situados sobre un segmento tal como OA. Por defini- 
ción, la medida de un tal segmento será la longitud, que suponemos igual 
a la unidad; si se tiene un segmento MN situado sobre O A y cuya longi- 
tud es de 0,3 por ejemplo, se dirá lo mismo que la medida del conjunto 
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Dejo de lado los números negativos. 


de puntos del segmento MN es igual a 0,3. Esta definición se extiende 
sin dificultad a los casos en que se considera sobre OA cierto número li- 
mitado de segmentos MN, M'N', M"N", que no se superponen los unos 
sobre los otros; la medida del conjunto formado por los puntos que per- 
tenecen a esos segmentos es igual a la suma de sus medidas, es decir de 
sus longitudes, y esta suma es forzosamente inferior a uno, medida de 
OA, desde el momento que los segmentos están todos sobre OA y en 
ningún momento se superponen. Con estas definiciones, es claro que la 
probabilidad para que un punto P sujeto a encontrarse sobre OA, esté 
sobre MN, es igual a la medida de MN; de una manera general, la proba- 
bilidad para que el punto P pertenezca a un conjunto formado por los 
segmentos MN, M'N', M"N" es igual a la medida de este conjunto; la 
probabilidad así definida es, como la medida, forzosamente inferior a la 
unidad. Admitiremos la extensión de estas nociones de medida y de pro- 
babilidad a los casos en que se consideran una infinidad de segmentos 
que no se superponen unos sobre los otros, en lugar de considerar un nú- 
mero limitado. Señalaremos, además, que si un conjunto de puntos es tal 
que todos sus puntos son interiores a MN, la probabilidad para que un 
punto le pertenezca (es decir, su medida) es a lo sumo igual a la probabi- 
lidad para que un punto pertenezca a MN (es decir, a la medida de MN). 
Bien comprendidas estas definiciones y recomendaciones, va a 
ser fácil demostrar que la medida del conjunto formado por los números 
racionales es igual a cero, aunque este conjunto sea denso en todo el in- 
tervalo O A. Para verlo, enumeremos estos números racionales en un or- 
den determinado, teniendo cuidado de no olvidar ninguno; para entender 
mejor, se tomará primero las extremidades cero y uno, que son enteros, 
luego 1/2 cuyo denominador es 2 luego 1/3 y 2/3 cuyo denominador es 
3, luego 1/4 y 3/4, en seguida 1/5, 2/5, 3/5, 4/5 y así sucesivamente. Va- 
mos a atribuir a cada uno de esos puntos un intervalo que tenga ese pun- 
to por centro!” y que por consiguiente encierra a ese punto. Las longitu- 
des de esos intervalos serán tomadas sucesivamente iguales a 0,1; 0,01; 


122 A ; ; ; 
Vamos a despreciar las porciones de esos intervalos que sean exteriores al segmento OA; 


despreciaremos también las porciones de cada intervalo (o al intervalo entero) que se encuen- 
tren interiores a un intervalo previamente considerado. Estos detalles, sobre los que no insisto, 
no invalidarían las conclusiones, que permanecen ciertas a fortiori. 


0,001; 0,0001; etc., siendo su suma igual a la fracción periódica ilimitada 
0,111111..., es decir a 1/9. Vemos así que se pueden encerrar todos los 
números racionales situados sobre OA en los intervalos cuya suma es in- 
ferior a 1/9, cuando la longitud O A es la unidad aunque los números ra- 
cionales estén densos sobre todo OA. Este resultado es bastante paradóji- 
co en apariencia, como para que yo insista un poco. Si se representa ma- 
terialmente OA como una varilla o como un hilo y si se imagina que la 
materia sea perfectamente continua, se podrá concebir que se corte y 
arranque los intervalos parciales que hemos definido. Se sacará primero 
un intervalo de 0,1 comprendiendo el punto cero, luego un intervalo de 
longitud 0,01 comprendiendo el punto 1, luego un intervalo de longitud 
0,001 comprendiendo el punto 1/2, etc. Estas operaciones sucesivamente 
realizadas significarán la supresión de todos los puntos racionales, de 
suerte que la recta OA estará completamente recortada, en el sentido de 
que no subsistirá ninguna porción continua. Y ese resultado se habrá al- 
canzado al quitar por lo menos la novena parte de la masa de OA; las 
porciones no quitadas (si se las puede llamar así, ya que no subsiste nin- 
gún trozo entero) son más considerables que las quitadas. Señalemos al 
pasar cuán defectuosa es nuestra intuición espacial de lo continuo, ya 
que no nos permite concebir este resultado, tan simple sin embargo, des- 
de un punto de vista aritmético. 

Es claro que nada nos impediría tomar todos nuestros intervalos 
10 veces más pequeños, o 100 veces más pequeños, es decir, comenzar 
para el primero por 0,01 ó 0,001 en lugar de comenzar por 0,1; continuar 
luego con cada uno diez veces más pequeño que el precedente. La frac- 
ción 1/9 sería entonces reemplazada por 1/90 ó 1/900; evidentemente, es 
lícito escribir tantos ceros como se deseen a la derecha del denominador 
de la fracción; se llega así, pues, a la conclusión de que el conjunto de 
puntos racionales tiene una medida tan pequeña como se quiera, es decir 
nula: la probabilidad para que un punto elegido al azar sobre OA sea ra- 
cional es igual a cero. La noción geométrica de la medida conduce al 
mismo resultado que la comparación aritmética entre las fracciones pe- 
riódicas y las fracciones no periódicas. 


78. Cuando se considera no sólo los números abstractos de la 
aritmética, sino también los números concretos definidos por la expe- 
riencia, la cuestión de saber si son racionales o irracionales a primera 
vista no tiene sentido. Un número proporcionado por la experiencia no 
es, en efecto, conocido exactamente nunca, sino solamente con cierta 
aproxima- ción; se tiene un cierto número de decimales exactos y no se 
sabe nada sobre los otros decimales; el número puede entonces conside- 
rarse a voluntad como racional o como irracional. Sin embargo, se tiene 
una tendencia natural, si el resultado de una experiencia prueba que una 
relación está comprendida entre 0,49999 y 0,50001, a admitir que es 
exactamente igual a 0,5, más que a un valor aritméticamente más com- 
plicado. Para precisar esta noción un poco vaga, harían falta largas de- 
mostraciones'”; no obstante, se comprende bien, sin que sea necesario 
insistir, que hay casos en que este criterio de simplicidad conduce a con- 
clusiones que encierran al menos una parte de verdad. 


79. Una de las cuestiones más importantes de filosofía natural 
en que interviene la noción de número racional es el estudio de los pesos 
atómicos. Se ha creído durante largo tiempo que los pesos atómicos de- 
bían ser todos números enteros (o la mitad de números enteros), es decir, 
múltiplos enteros, exactos, del peso atómico del hidrógeno, tomado 
como unidad. Las pequeñas diferencias eran atribuidas a errores experl- 
mentales. Los progresos realizados en la precisión de los análisis quími- 
cos y en la preparación de los productos puros, no han permitido conser- 
var esta interpretación, que parece actualmente abandonada. Que se rela- 
cione los pesos atómicos al del hidrógeno tomado igual a 1 o al del oxí- 
geno tomándolo igual a 16, las diferencias entre los pesos atómicos y los 
números enteros más próximos parecen superiores a los errores experl- 
mentales. Se tiene sin embargo la impresión, examinando con cuidado 
una tabla de pesos atómicos, que esos números y sus relaciones son más 
próximos a números conmensurables simples que si fueran elegidos al 
azar. Para precisar esta impresión e investigar en qué medida se puede 
presumir que esas coincidencias numéricas no son fortuitas, serían nece- 
sarios cálculos muy largos. Si llegáramos, como parece posible, a la con- 


128 Ver E. Borel, Le continu mathematique et le continu physique (Scientia, t. VI, 1909). 


clusión de que las relaciones de los pesos atómicos pueden ser referidas 
a números racionales de los que difieren muy poco, sería el caso de pre- 
guntarse si no se podría explicar, por una parte, el valor racional exacto, 
y por otra parte, la pequeña diferencia. 


80. La teoría de la medida, cuyo principio hemos indicado para 
los conjuntos lineales, se extiende sin dificultad a los conjuntos situados 
en un plano y en el espacio con tres o con un mayor número de dimen- 
siones. Bajo esta forma general ella puede ser muy útil para la aplicación 
de consideraciones estadísticas a las cuestiones de estabilidad que se 
plantean para los problemas mecánicos más generales. 

En el dominio de las matemáticas puras, es la medida de los 
conjuntos planos la que ha sido más utilizada, porque encuentra su apli- 
cación inmediata en la teoría de las funciones de una variable compleja, 
teoría cuyo lugar es tan importante en análisis, desde los trabajos de 
Cauchy. 

Se sabe que los estudios de los problemas analíticos más impor- 
tantes se encuentran a la vez simplificados y aun aclarados cuando se 
contemplan estos problemas no solamente por los valores reales de la va- 
riable, sino también por los valores complejos. En lenguaje geométrico, 
una variable real está representada por un punto de una recta, mientras 
que una variable compleja está representada por un punto de un plano. 

El estudio de las funciones de una variable compleja es entonces 
el estudio de ciertas funciones que dependen de una manera particular!” 
de la posición de un punto variable en un plano indefinido: este plano es 
llamado campo complejo, por oposición a la recta indefinida, que es el 
campo real. 

Cuando se estudian las propiedades de una función en el campo 
complejo, se constata que ciertos puntos, llamados puntos singulares, y a 
veces ciertas regiones, llamadas regiones singulares, tienen un rol muy 
importante. Sucede a veces, que es posible establecer para la función es- 
tudiada ciertas propiedades simples, a condición de excluir ciertas regio- 
nes vecinas a los puntos singulares o a las regiones singulares. En el caso 


124 A tea , a a 
Particular, a causa de la condición fundamental de monogeneidad introducida por Cauchy: 
existencia de un derivado único. 


en que las regiones así excluidas tienen una medida que es una fracción 
conocida de la región total en la que se considera la función, es claro que 
se conoce la probabilidad para que, un punto elegido al azar en esta re- 
gión total, no se encuentre en las regiones excluidas y que por consi- 
guiente la función posee allí las funciones simples establecidas. Pode- 
mos decir, para abreviar, que se conoce la probabilidad por la que la fun- 
ción posee esas propiedades. 

En algunos casos, sea que la región total considerada es infinita, 
sea que las regiones excluidas puedan ser de medida tan pequeña como 
se quiera, tendremos que decir que la probabilidad es igual a uno, o por 
lo menos infinitamente aproximada a uno, mientras que la probabilidad 
contraria es infinitamente pequeña. Este lenguaje es a menudo muy có- 
modo y su empleo sistemático puede conducir a veces a resultados im- 
portantes. No es posible dar aquí ni siquiera ejemplos de este método de 
exclusión; pero he querido señalar al menos este empleo del lenguaje y 
los métodos de la teoría de las probabilidades en las cuestiones del análi- 
sis puro. 


TERCERA PARTE 


EL VALOR DE LAS LEYES DEL AZAR 


CAPÍTULO VIII 


EL VALOR PRÁCTICO DE LAS LEYES DEL AZAR 


81. De vuelta a los principios y definiciones. - 82. El 
juego equitativo. - 83. La esperanza relativa y la esperanza 
matemática en las loterías. - 84. La utilidad del cálculo en los 
problemas de los juegos de naipes. - 85. La utilidad del cálculo 
es la misma en toda cuestión práctica. - 86. El abuso y el des- 
precio de las cifras. - 87. La distinción entre la probabilidad 
objetiva y la probabilidad subjetiva. - 88. La vida práctica y el 
azar. - 89. La unidad humana de probabilidad muy pequeña. - 
90. El “escepticismo” de Poincaré. - 91. La sensibilidad indi- 
vidualista y las burlas sobre la estadística. - 92. Las leyes del 
azar y la vacunación. - 93. El alcance social de las leyes del 
azar. - 94. Las matemáticas sociales y los excesos del, indivi- 
dualismo. - 95. La moral y los coeficientes de altruismo. - 96. 
Los coeficientes de altruismo ¿pueden ser negativos? - 97, El 
patriotismo y el internacionalismo. 


81. Hemos tratado en la primera parte de esta obra de exponer 
cómo se ha llegado a someter al cálculo las leyes del azar; en seguida, en 
la segunda parte, hemos pasado rápidamente revista a las aplicaciones 
prácticas y científicas de los métodos así creados; debemos ahora pre- 
guntarnos cuál es el valor práctico, científico y filosófico de estas aplica- 
ciones; ¿debemos considerar este valor como disminuido por ese no sé 
qué de misterioso que evoca la palabra “azar”, o debemos al contrario 
pensar que es el estudio profundo de las leyes del azar lo que nos enseña- 
rá mejor a apreciar el valor de todo conocimiento humano? 

Me parece necesario, para abordar estas cuestiones esenciales, 
retomar el problema del azar de una manera “ab ovo”, considerando los 
capítulos precedentes como una simple introducción destinada a apunta- 
lar con ejemplos precisos las reflexiones que van a seguir. Es con este 
espíritu que vamos a estudiar en este capítulo, primero el valor de la pro- 


babilidad en la vida práctica y en seguida investigar cómo la sensibilidad 
individualista obstaculiza la aceptación por muchos hombres, de conclu- 
siones que se imponen sin embargo a su razón; terminaremos con breves 
indicaciones sobre el papel que podría jugar la teoría del azar en una mo- 
ral basada en la solidaridad y en la apreciación del valor social de los in- 
dividuos. 

El cálculo de las probabilidades es el estudio de las leyes del 
azar. 

Ya hemos señalado que esta definición no hace sino explicar 
una contradicción con otra contradicción. Si no se comprende cómo se 
puede hablar de cálculo a propósito de probabilidades, se comprenderá 
menos aún que pueda ser cuestión de leyes el problema del azar. El azar, 
¿no es precisamente lo que está fuera de toda regla, de toda ley? ¿Y la 
experiencia de cada día no nos enseña a desconfiar de las leyes a las que 
se pretende someter los acontecimientos fortuitos? ¿No se producen fre- 
cuentemente coincidencias caprichosas, accidentes extraños, contrarios 
en apariencia a toda probabilidad? 

“Tales acontecimientos se producen sin duda, afirmará el mate- 
mático, pero menos frecuentemente de lo que parece, y su frecuencia 
misma está regida por las leyes que su advenimiento parece desmentir. 
Se puede, sin embargo, dar de la exactitud del cálculo de las probabilida- 
des, excelentes pruebas financieras: una compañía de seguros bien admi- 
nistrada deja siempre beneficios y la ruleta no ha arruinado jamás a su 
dueño. 

“Pero veamos, responderá el contradictor; a propósito de este úl- 
timo ejemplo: ¿entonces, cree usted imposible que la ruleta se arruine? 
Sería suficiente que fuera yo jugador único y que jugara constantemente 
al número que va a salir. Es sin duda poco probable que yo tenga seme- 
jante presentimiento, pero esto es evidentemente posible imaginar. ¿Qué 
resulta ahora de sus principios?” 

Este debate podría prolongarse largo tiempo, porque la dificul- 
tad de fondo no puede ser dilucidada si no se aborda claramente, de fren- 
te, comenzando por estudiar la noción misma de probabilidad, antes de 
legitimar la aplicación que se hará de su cálculo. 


82. Consideremos primero la probabilidad en el juego más sim- 
ple, el de cara o cruz. Se arroja al aire una moneda y se apuesta al lado 
que resultará visible después de la caída. 

Para evitar toda dificultad proveniente de la asimetría de la pie- 
za, podemos suponer que usamos simplemente una ficha metálica, cuyos 
dos lados son absolutamente iguales y no se distinguen uno del otro sino 
por una diferencia de coloración. No hay entonces razón alguna para que 
el lado visible después de la caída sea uno más bien que otro, sobre todo 
s1 se supone que el que arroja la moneda tiene los ojos cerrados y no 
puede, por supuesto, distinguir los dos lados. Hay entonces posibilidades 
iguales para el lado que llamaremos cara y para aquel que llamaremos 
cruz. Convenimos en decir que la probabilidad para cada uno de ellos es 
un medio. 

Si uno está obligado a apostar o decidido a hacerlo, no hay ra- 
zÓn para apostar a cara más que a cruz; si las apuestas son iguales, el jue- 
go es equitativo; si las apuestas son desiguales, el juego es ventajoso 
para aquel de los jugadores cuya apuesta es menor. 

De estas comprobaciones, evidentes para el simple buen sentido, 
¿podemos obtener una regla de conducta? 

Antes de responder a esta pregunta, señalemos primero que de- 
jamos aquí de lado las razones morales contra el juego; están fuera de 
nuestros propósitos, y nos colocamos sistemáticamente en el punto de 
vista utilitario. Pero, aun simplificando así el problema, no es sino en ca- 
sos muy particulares que el estudio hecho sobre la probabilidad en el 
juego de cara o cruz es suficiente para darnos una regla de conducta. Se 
pueden tener excelentes razones para no jugar una partida equitativa o 
aun ventajosa; se puede, aunque raramente, tener buenas razones para ju- 
gar un juego desventajoso. 

Pedro posee exactamente un millón: se le propone jugarlo a cara 
o cruz, contra un millón (juego equitativo), o aun contra un millón y cin- 
cuenta pesos (juego teóricamente ventajoso). Es claro que a menos que 
haya circunstancias muy particulares, el interés de Pedro está en rehusar- 
lo. 

Jacobo se encuentra aislado, sin relaciones, en un lugar lejano; 
es muy rico y recibirá mañana una suma importante; pero tiene gran in- 


terés en tomar un barco que parte dentro de una hora y no tiene consigo 
sino 300 pesos, mientras que el pasaje, a pagar por adelantado, cuesta 
400 pesos. Se le propone jugar a cara o cruz sus 300 pesos contra 200 
Guego teóricamente desventajoso); tiene evidentemente interés en acep- 
tar. 

Si en lugar de un juego simple, como a cara o cruz, se considera 
un juego un poco más complicado, como la lotería, frecuentemente suce- 
de que consideraciones extrañas al simple cálculo de la probabilidad in- 
tervienen para hacer adoptar tal o cual regla de conducta. Por ejemplo, 
no puede afirmarse que sea absolutamente sinrazón pagar 2 pesos un bi- 
llete de lotería, en que hay un millón de billetes y un premio de un mi- 
llón. La única persona que gana el millón suele estar convencida de que 
comprando su billete ha sido sabia y previsora. 

Sin embargo, ha pagado 2 pesos por un billete que matemática- 
mente no valía más que uno. 

Inversamente, supongamos que a Jacobo, poseedor de exacta- 
mente 100.000 pesos, se le ofrecen 100 pesos a condición que si un nú- 
mero determinado sale el primero en una lotería de 2.000 billetes, hará 
abandono de toda su fortuna. La proposición es matemáticamente venta- 
josa, pero prácticamente inaceptable. 


83. Ha sido propuesto un método empírico para considerar el 
hecho de que la importancia de una misma suma de dinero depende de la 
fortuna de su propietario; el método consiste en admitir que es la rela- 
ción de la pérdida o la ganancia con la fortuna total del jugador lo que 
constituye su esperanza relativa. No nos detendremos a discutir esta 
convención, cuya total arbitrariedad ha demostrado Joseph Bertrand; se- 
ñalemos simplemente que la cifra de la fortuna de un hombre está lejos 
de ser el único motivo que lo hace sensible a una ganancia o pérdida de- 
terminada. 

La única manera de no llegar a estas consideraciones tan con- 
vencionales, es renunciar a hablar de lo que se llama esperanza matemá- 
tica O al menos no contemplar esta expresión como designando una 
cantidad que a veces conviene introducir en el cálculo de las probabilida- 
des. Pero no es necesario tomarla al pie de la letra: Pedro es obsequiado 


con un billete de lotería cuyo premio único es de 100.000 pesos para un 
millón de billetes; su esperanza matemática es el cociente del valor del 
premio por el número de billetes, es decir 10 centavos. Y sin embargo, si 
es pesimista y está hambriento preferirá que le den unos centavos para 
comprarse pan; mientras que si tiene imaginación, estará por un día casi 
tan contento como si le hubieran dado los 100.000 pesos. Evaluando su 
esperanza matemática, se ha hecho un cálculo, sin duda exacto, pero sin 
valor práctico. 

Los organizadores de loterías saben bien esto; tratan de excitar 
la imaginación del público. Se venderá más fácilmente a 20 pesos un bi- 
llete que comporta una esperanza de 8 pesos, si la repartición de los pre- 
mios está sabiamente calculada, que un billete con una esperanza mate - 
mática de 12 pesos pero que no puede hacer ganar ninguna lotería sen- 
sacional. 

Llegamos a que la probabilidad y la certidumbre no tienen la 
misma medida: tener una posibilidad sobre dos de poseer 1.000 pesos 
vale matemáticamente 500 pesos; alguien preferirá, seguramente, tener 
400 pesos en el bolsillo pensando que es mejor tener que correr, y otro, 
al contrarío, pagará gustoso por esta posibilidad 600 pesos. 

¿Vamos entonces a negar todo valor práctico a la teoría de las 
probabilidades, en razón de esta imposibilidad de evaluar la probabilidad 
por medio de la certidumbre? 


84. Si no es posible hallar una medida común entre la probabili- 
dad y la certidumbre, nos queda el recurso de buscar la evaluación de la 
probabilidad por medio de la probabilidad misma, es decir por medio de 
una cantidad de igual naturaleza. La teoría de las probabilidades será en- 
tonces el conjunto de procedimientos matemáticos que permiten definir 
de una manera simple una probabilidad equivalente a una probabilidad 
dada de una manera complicada. Aclararemos esta definición con algu- 
nos ejemplos. 

He aquí uno, en que el procedimiento matemático se reduce a un 
cálculo muy simple. Pedro y Pablo juegan una serie de tiradas a cara o 
cruz; anotan el resultado de cada tirada; mientras se juegan las nueve pri- 
meras, ninguno de los jugadores tiene que pagar algo al otro; a partir de 


la décima, Pablo entrega un peso a Pedro antes de cada tirada y, en cam- 
bio, Pedro se compromete a entregar una cierta suma a Pablo después de 
cada serie de diez tiradas que hayan dado, todas las diez, cara. ¿Cuál 
debe ser esa suma para que la situación de Pablo sea la misma que si 
comprara billetes de 1 peso de una lotería equitativa? Un cálculo fácil, 
cuyos elementos se encontrarán en todos los tratados de cálculo de pro- 
babilidades, da como respuesta la décima potencia de dos, es decir 1.024 
pesos. Si Pedro se compromete a entregar 500 pesos a Pablo en caso de 
ganar, y si los jugadores no hacen más que 10 tiradas, es decir, si Pablo 
no arriesga más que un peso, su situación es la misma que si comprara 
un billete de un peso de una lotería de 1.024 billetes cuyo premio único 
fuera de 500 pesos. ¿Le conviene hacerlo o no? El cálculo no puede res- 
ponder a esta pregunta, sino simplemente aclara a Pablo la situación, 
precisándole la naturaleza de las posibilidades que tiene; a él le corres- 
ponde decidir si juzga oportuno arriesgarse. 

El cálculo precedente es de los que toda persona algo habituada 
a los problemas de probabilidades resuelve de manera casi reflexiva, sin 
darse cuenta de que resuelve un problema. Hay casos en que el cálculo 
necesario exige forzosamente un tiempo bastante largo, y emplear los re- 
cursos de la aritmética y del análisis. Esto es lo que sucede en la mayor 
parte de los problemas que se plantean en los juegos de naipes y es ésa 
sin duda una de las razones de la atracción de estos juegos: es necesario, 
a cada instante, resolver problemas complicados, cuya solución rigurosa 
sería muy larga; el jugador está obligado a encontrar rápidamente una 
solución por procedimientos empíricos, y no siempre ésta es la mejor so- 
lución. 

Para dar una idea de la complicación de los cálculos a que con- 
ducen los problemas de los juegos de naipes, vamos a elegir uno de los 
ejemplos más simples'”. 


29) 


Pedro y Pablo juegan al “ecarté”. Pablo dio las cartas y sacó el ocho de 
“carreau” como triunfo; Pedro tiene el siete de “carreau”, el rey, la dama, el valet y el 
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Dejo de lado el bacará, juego rudimentario, cuya teoría matemática puede hacerse comple- 
tamente y que por esta razón es un juego sin interés propio; es solamente un medio rápido de 
ganar o perder dinero. 


as de pique. ¿Cuáles son las posibilidades de ganar que tiene Pedro jugando de ban- 
quero? 

Precisemos el problema agregando la hipótesis de que Pablo juega por más 
de un punto (si no, se debiera admitir que no tiene rey de triunfo); las cartas de Pablo 
son entonces cinco, elegidas entre las 26 cartas que no son las del juego de Pedro y el 
triunfo, es decir, las siguientes: 6 triunfos, 4 piques, 8 carreaux y 8 tréboles. 

¿Cuál es la probabilidad para que Pablo no tenga triunfo? Para calcularla se 
debe calcular primero el número total de juegos posibles, es decir, el número de com- 
binaciones de 26 objetos de 5 en 5; y en seguida el número de juegos sin triunfos, 
esto es el número de combinaciones de 20 objetos de 5 en 5. Dividiendo este último 
número por el primero, se encuentra, para la probabilidad buscada, 0,2357 más o me- 
nos, es decir, que hay 2.357 probabilidades sobre 10.000 para que Pablo no tenga 
triunfos; se encuentra también que hay 4.419 posibilidades sobre 10.000 para que 
tenga uno sólo; 3.224 sobre 10.000 para que tenga 2, 3,465. 

Es claro que si Pablo no tiene triunfo, Pedro hace todas las bazas y si tiene 
un solo triunfo, Pedro gana el punto. 

Si Pablo tiene más de un triunfo, Pedro pierde, a menos que Pablo no tenga 
precisamente 2 triunfos y 3 piques: se encuentra que la probabilidad de este caso es 
de 9 sobre 10.000. 

En resumen, hay 2.357 posibilidades sobre 10.000 para que Pedro gane 2 
puntos; 4.428 (4.419 + 9) posibilidades sobre 10.000 para que gane un punto y 3.215 
posibilidades sobre 10.000 para que pierda 2 puntos (jugando como es debido). De 
una manera aproximada, pero más simple, se puede decir que hay, más o menos, 2 
posibilidades sobre 9 para que Pedro gane 2 puntos, 4 posibilidades sobre 9 para que 
gane uno y 3 posibilidades sobre 9 para que pierda dos. 


He ahí los datos que el cálculo da a Pedro; a él le toca decidirse. 
Parece que, si jugara una partida ordinaria, su decisión no sería dudosa: 
en efecto, sobre 9 partidas análogas, puede esperar ganar en todo 8 pun- 
tos y perder!” 6; pero supongamos que un espectador que sigue el juego 
de Pedro le propone una apuesta muy importante sobre la ganancia a le- 
vantar; será fácil para Pedro, con la ayuda de las cifras precedentes, reco- 
nocer si las condiciones de la apuesta son equitativas, ventajosas o des- 
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Hemos dejado de lado un punto importante, hemos razonado como si en el caso en que los 


2 jugadores piden cartas, las posibilidades de ganar fueran iguales para uno y otro; aquí se verá 
que éstas son menores para Pedro que para su adversario, lo que es una razón más para que Pe- 
dro sea autoridad; pero de una manera general, para tratar un problema de ecarté hay que pre- 
guntarse si el hecho de pedir cartas aumenta o disminuye las posibilidades de ganar (teniendo 
en cuenta también la probabilidad de que el adversario se rehuse). 


ventajosas y tendrá así uno de los elementos para decidirse en cuanto a la 
aceptación de la apuesta. 


85. El valor práctico de la teoría de las probabilidades se nos 
aparece entonces como relativo; el problema práctico a resolver está sim- 
plificado en sus términos, pero no está modificado en su esencia; sigue 
siendo un problema de probabilidad. 

Tal vez no sea inútil hacer observar que este carácter relativo no 
es especial de la aplicación de las matemáticas a las probabilidades; se le 
encuentra en todas las aplicaciones prácticas de las matemáticas, aunque 
a veces estemos tentados de atribuirle un valor absoluto. 

Deseo iluminar una sala; me dan los elementos necesarios para 
calcular el precio de costo de la iluminación a gas y a electricidad. Des- 
pués de cálculos más o menos largos, encuentro que gastaré 30 pesos por 
mes con el gas y 32 con electricidad. Este resultado preciso será uno de 
los elementos de mi decisión; estoy mejor informado que si conociera 
solamente el precio del metro cúbico de gas y el del kilovatio-hora; pero 
el cálculo no me impone la decisión que tomaré. 

No es necesario multiplicar los ejemplos para darse cuenta del 
papel del cálculo en la vida práctica; hace más fácilmente manejables 
ciertos elementos necesarios para nuestras decisiones; reemplaza ciertos 
datos, más o menos complejos, por un pequeño número de cifras sim- 
ples. 

Hay sin embargo casos en que el cálculo parece suficiente para 
determinar nuestra decisión; pero esto depende de lo que nos hayamos 
propuesto de antemano como regla de conducta: en el ejemplo de la ilu- 
minación a gas o electricidad,, si yo he decidido antes de todo cálculo 
elegir la iluminación más barata, el cálculo me impone la elección del 
gas. Pero si hubiera elegido la electricidad, a pesar de que el gasto suple- 
mentario alcanzara a 5 pesos por mes, el cálculo me impondría la elec- 
ción de la electricidad. 

Asimismo, puedo tener la intención de destinar una cierta suma 
para la compra de billetes de lotería y estar decidido a elegir, entre dos 
loterías que me proponen, la que me ofrezca mayor esperanza matemáti- 
ca, O bien la que ofrezca mayor posibilidad de ganar un premio superior 


o igual a 100.000 pesos. En cada caso la teoría de las probabilidades de- 
terminará mi decisión. 


86. A pesar de la evidencia de estas advertencias, he creído que 
debía insistir un poco en esto, porque la intervención del cálculo en las 
decisiones de la vida práctica a menudo da lugar a juicios extremos; para 
unos, es absurdo mezclar los cálculos a una decisión que depende de ele- 
mentos no expresables en cifras; para otros, las cifras tienen una virtud 
mágica infalible para todos los que las emplean siguiendo las reglas. 

Estas dos tendencias opuestas corresponden, por otra parte, en el 
fondo, a un mismo estado de espíritu; es porque las cifras les parecen de 
un valor absoluto, eliminando toda discusión, que estos espíritus recha- 
zan su intervención y prefieren pasarse sin su asistencia con tal de no su- 
jetarse a su yugo. 

Se dice, desde luego: nada es tan exacto como una cifra; y se 
dice también: nada es tan brutal como una cifra. Unos, están decididos a 
someterse ciegamente a la cifra exacta; otros rehúsan ser puestos en pre- 
sencia de la cifra brutal. 

Es fácil indicar el origen de esta ilusión: no se puede hacer un 
cálculo sino con cifras precisas; es, por lo menos, muy largo buscar las 
diversas soluciones de un problema que corresponden a valores diversos 
de datos imprecisos, y generalmente se retrocede ante esta tarea. Se debe 
entonces adoptar un valor determinado para cada uno de los elementos 
del cálculo, aun si este elemento es mal conocido. Así se establece un 
presupuesto; se dice a cada rato: para este trabajo harán falta de 4 a 6 jor- 
nadas de obreros, pongamos 5 jornadas. Hasta lo imprevisto se calcula 
rigurosamente; por datos determinados, empíricos, se evalúa a destajo 
los gastos imprevistos en una cierta fracción, la décima parte por ejem- 
plo, del presupuesto primitivo. 

Sobre estos datos precisos, se pueden hacer cálculos precisos, 
que conducen a resultados precisos. Y, cuanto más largos son los cálcu- 
los, es mayor el riesgo de que el resultado sea inexacto y más, por lo tan- 
to, se tiene tiempo de olvidar que los datos eran imprecisos y de dejarse 
dominar por la confianza que inspira la exactitud de las operaciones arit- 
méticas correctamente hechas. 


La misma ilusión se produce frecuentemente en las estadísticas: 
se lee cada año, en los diarios, que la producción de trigo en Francia ha 
sido evaluada por ejemplo, en 115.200.000 quintales. Esta cifra ha sido 
obtenida adicionando un gran número de indicaciones particulares, de las 
que ninguna es exacta; su masa inspira, sin embargo, una cierta confian- 
za y se sacan de ella, gustosamente, deducciones económicas. 

Guardémonos, entonces, de tener demasiada confianza en las ci- 
fras; ése será el mejor medio de evitar el exceso contrario, que consiste 
en rechazar completamente su ayuda. Hay que servirse de ellas, pero no 
olvidando nunca que no crean la certidumbre: el cálculo de las probabili- 
dades aparece entonces tan justificado como cualquier otro cálculo; su 
valor práctico es el mismo. 


87. Hay, sin embargo, algunas aplicaciones prácticas de la teoría 
de las probabilidades cuyos resultados palpables son tan visibles para to- 
dos que se está tentado de preguntar si no habremos sido demasiado se- 
veros al afirmar que un cálculo que se basa en las probabilidades no pue- 
de conducir a la certeza. 

Las acciones de una compañía de seguros seria, son una inver- 
sión cuyas rentas son perfectamente regulares. No hay relación entre la 
conducta de un capitalista que compra estas acciones y la de un jugador 
que arriesga todo su dinero al bacará o a la lotería. 

Esta diferencia es bastante grande para que hayamos podido 
traerla para referirnos al valor “objetivo” del cálculo de probabilidades: 


Un jugador quiere tentar un golpe; me pide consejo. Si se lo doy, me inspi- 
raré en el cálculo de probabilidades, pero no le garantizaré el triunfo. Esto es lo que 
llamaré probabilidad subjetiva. Pero supongo que asiste al juego, que anota todos los 
golpes y que el juego se prolonga largo rato; cuando relea sus notas, constatará que 
los acontecimientos se han producido conforme a las leyes del cálculo de las proba- 
bilidades. Esto es lo que llamaré probabilidad objetiva... Existen numerosas socieda- 
des de seguros que aplican las reglas del cálculo de las probabilidades y distribuyen 
entre los accionistas dividendos cuya realidad objetiva no podría ser discutida (Poin- 
caré, Science et hipothése). 


Si me he decidido a citar este pasaje, es porque me parece nece- 
sario para prevenir una confusión, que ciertamente Poincaré no la ha co- 


metido, pero podría sucederle a un lector no advertido. No es una dife- 
rencia de naturaleza lo que separa la probabilidad objetiva de la subjeti- 
va, sino solamente una diferencia de grado. Un resultado del cálculo de 
las probabilidades merece ser llamado objetivo, cuando su probabilidad 
llega a ser tan grande que se confunde prácticamente con la certeza. lm- 
porta poco entonces que se trate de prever fenómenos futuros o de con- 
trolar fenómenos pasados; se puede igualmente afirmar que la ley será o 
ha sido comprobada. 

Hay, por ejemplo, en París alrededor de mil nacimientos por se- 
mana y se puede admitir como un hecho de experiencia que la probabili - 
dad del nacimiento de un varón es igual a la probabilidad del nacimiento 
de una mujer'”. 

¿Es posible que durante una semana determinada (pasada o futu- 
ra) no nazcan en París nada más que varones? La probabilidad de tal 
acontecimiento es más o menos igual a la probabilidad de obtener mil 
veces seguidas cruz en el juego de cara o cruz; hay una posibilidad favo- 
rable contra un número de posibilidades desfavorables igual a la milési- 
ma potencia de 2, es decir, a un número de 300 cifras más o menos. Esta 
posibilidad favorable es poco más o menos la que se tendría para obtener 
los dos primeros versos del Cid, sacando a la suerte, de un sombrero, las 
letras del alfabeto francés: se tendrían las 25 letras, se sacaría una, se 
anotaría y se volvería al sombrero; se sacaría una segunda, después de 
haberlas agitado y así sucesivamente. No es, evidentemente, imposible, 
en el sentido riguroso de la palabra, que se obtengan precisamente los 
dos primeros versos del Cid, procediendo así. Esto nos parece, sin em- 
bargo, de tal manera inverosímil, que si la experiencia realizada delante 
de nosotros diera resultado exacto, estaríamos absolutamente persuadi- 
dos de que es un truco. 
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En realidad, la igualdad no es exacta, y tampoco es absolutamente exacto asimilar, desde el 


punto de vista de la ley de la desviación, los nacimientos a un partido a cara o cruz. Pero las 
aproximaciones que hacemos son perfectamente legítimas ya que nuestro objeto es dar un ejem- 
plo y no hacer un cálculo riguroso. Se encontrará una interesante discusión de la probabilidad 
de los nacimientos masculinos y femeninos en el Traité du calcul des probabilités, de Joseph 
Bertrand (Gauthier-Villars). Ver también E. Borel, Eléments de la théorie des probabilités 
(Hermamn) y E. Carvallo: Le calcul des probabilités et ses applications (Gauthier-Villars). 


Vamos a volver aquí a los principios por medio de los que se 
llega a calcular estas probabilidades complejas que aproximan a la certi- 
dumbre, partiendo de probabilidades simples, mucho más débiles. Sa- 
biendo que la probabilidad de obtener cara es una sobre dos, se encuen- 
tra que la probabilidad para obtener menos de 400.000 veces cara sobre 
un millón de golpes es absolutamente despreciable. En este ejemplo, el 
cálculo es simple y las bases en que descansa no parecen discutibles; las 
cosas son más complicadas en los problemas de seguros, en que intervie- 
nen las probabilidades empíricas sobre la vida humana. La comproba- 
ción objetiva de los resultados del cálculo puede entonces ser considera- 
da como aportando una confirmación necesaria a los principios emplea- 
dos: es en este sentido que hay que interpretar las observaciones de Poin- 
caré, citadas parcialmente unas páginas atrás. 


88. No es solamente en los problemas de probabilidad, es en to- 
dos los actos de nuestra vida que procedemos como si una probabilidad 
muy grande equivaliera a la certidumbre. 

Cuando decimos que los beneficios de una compañía de seguros 
dependen de la exactitud del cálculo de las probabilidades, pensamos en 
los cálculos que han hecho los actuarios de esa compañía para el estable- 
cimiento de sus tarifas. Pero no es suficiente que las tarifas estén bien es- 
tablecidas para que la compañía obtenga beneficios; es necesario, sobre 
todo, que tenga una clientela, y la regularidad de la clientela es una cues- 
tión de probabilidad que interviene en todas las empresas. 

Mas nadie está obligado a ser accionista; ¿no es posible limitar 
nuestra actividad de manera que la probabilidad no juegue en ella ningún 
papel? Fácil es darse cuenta de que semejante pretensión es una locura. 

Es suficiente para esto imaginar la vida de un hombre en estas 
condiciones: retirará de su alimentación todas las partes sospechosas de 
contener venenos o microbios patógenos, lo que ya sería bastante com- 
plicado; vivirá en una casa incombustible, no irá por las calles cuando 
hay viento, de miedo a que una teja lo hiera, etc. 

Pero eso no es todo: recibe un despacho firmado por uno de sus 
amigos, relacionado con una cuestión importante que ellos solamente co- 
nocen: ¿quién le asegura que este despacho viene de su amigo? ¿No ha- 


brá un error de trasmisión, una coincidencia que ha transformado com- 
pletamente la dirección, el texto y la firma? La probabilidad para que eso 
haya ocurrido puede ser calculada y no sería rigurosamente nula. 

La probabilidad no es nula no sólo porque se confunda una per- 
sona desconocida con un amigo, sino porque puede ocurrir que esa per- 
sona desconocida le confunde a uno al mismo tiempo con uno de sus 
amigos, le llama por su nombre (que por azar sería el mismo), le habla 
de varios amigos comunes (que tienen también los mismos nombres o 
sobrenombres) y acaba por sacarle a uno el dinero, con un pretexto que 
parece muy natural. 

Es inútil insistir; llegamos a que cada una de nuestras decisiones 
se basa en datos simplemente probables, pero tan probables como para 
que procedamos como si fueran ciertos. Muchos de los datos que nos 
provee la teoría de las probabilidades propiamente dicha son bastante 
probables para situarlos en esta categoría. El valor práctico de la teoría 
de las probabilidades es, en este caso, exactamente el mismo que el de 
todos los demás conocimientos nuestros. 


89. Podríamos terminar aquí, pero es ésta una cuestión impor- 
tante de la que se hace necesario decir algunas palabras, aunque no sea 
de orden matemático, sino puramente psicológico y, por supuesto, no 
susceptible de ninguna solución verdaderamente precisa. Pero ella se en- 
cuentra muy íntimamente ligada a lo que precede y resulta muy benefi- 
cioso comprenderla, para que rehusemos abordarla. 

Se puede formular así: ¿a partir de qué límite la probabilidad 
puede ser confundida con la certidumbre? Evidentemente, no se puede 
dar a una pregunta así planteada, una respuesta rigurosa y exacta. Sería 
absurdo afirmar que hay certeza cuando hay una posibilidad desfavora- 
ble sobre un millón, y que hay probabilidad cuando hay una posibilidad 
desfavorable sobre 999.999. El viejo sofisma de los granos de trigo en- 
cuentra aquí su aplicación. 

Pero, por otra parte, ¿significa esto confundir la certeza con una 
probabilidad muy grande'?*? 


dE En lenguaje matemático habría que decir una probabilidad muy aproximada a uno. Habla- 


mos aquí el lenguaje vulgar y tomamos como valor de la probabilidad el número de posibilida- 


Es claro que la expresión muy grande no tiene ni puede tener un 
sentido absoluto; tiene solamente un sentido relativo. Un billón, ¿es un 
número muy grande? Si se tratara de pesos a recibir, juzgaríamos gene- 
ralmente que es mucho; si se trata de litros de agua a echar al océano, 
ciertamente que es muy poco. Las expresiones muy grande y muy peque- 
ño no tienen ningún sentido, si no expresan la unidad de comparación. 

¿Dónde podemos buscar esta unidad de comparación para las 
probabilidades? 

No parece que se puedan dar dos respuestas a esta pregunta: de- 
bemos recordar que somos hombres y buscar una unidad humana. Sin 
embargo, podemos, para esto, colocarnos en puntos de vista diversos, 
que conducen a resultados sensiblemente análogos. 

Podemos detener nuestra atención sobre la duración de la vida 
humana. Esta duración no pasa de 30.000 días; un hombre que realiza un 
acto varias veces por día, durante toda su vida, llega a cumplirlo algunos 
cientos de miles de veces; si se trata de un acto muy simple, como dar un 
paso, tragar un bocado, o respirar, esto podrá ser cuanto más algunas 
centenas de millones de veces. 

Si, en uno de estos actos, una circunstancia cualquiera puede 
eventualmente presentar inconvenientes graves, trataremos de evitarlos, 
si los conocemos, cosa posible si esos inconvenientes se presentan efec- 
tivamente bastante a menudo para que hayamos podido notarlos. Pero, si 
la probabilidad de esos inconvenientes es muy débil, tanto como para 
que sean ignorados, la mayor parte de los hombres no los tendrán en 
cuenta. Llegamos entonces a admitir como un hecho que en la conducta 
habitual de la vida despreciamos generalmente las probabilidades infe- 
riores a un millonésimo (salvo cuando compramos un billete de lotería). 

Se llega a la misma conclusión considerando otro elemento hu- 
mano, el número de individuos que viven en una ciudad o un país. Hay 
en París menos de un millón de hombres adultos; los diarios publican 
cada día accidentes o incidentes inesperados acontecidos a algunos de 
ellos; la vida sería imposible si cada uno temiese continuamente, por sí 
mismo, todas las aventuras que se pueden leer en la crónica policial; esto 
quiere decir que se deben despreciar prácticamente las probabilidades in- 


des favorables que hay contra una posibilidad desfavorable. 


feriores a un millonésimo. Tales son las probabilidades para que se pro- 
duzcan coincidencias inverosímiles; cuando éstas se presentan de una 
manera sistemática, causan risa: es un procedimiento bien conocido por 
los autores de “vaudevill” y los fabricantes de películas cómicas. 

Bien sé que un hombre serio y prudente dirá: siempre es mejor 
tener de su lado la mayor cantidad de posibilidades; si yo sé que proce- 
diendo de tal manera tengo, aunque no sea más que una posibilidad so- 
bre un millón de ser matado, ningún razonamiento me decidirá a correr 
gratuitamente esa posibilidad. 

Sin duda, ¡oh hombre sabio y prudente!; pero toda vuestra pru- 
dencia no impedirá correr diariamente peligros cuya probabilidad es mu- 
cho mayor: 

Souvent la peur d'un mal fait tomber dans un pire. 


Para saber distinguir lo peor es bueno conocer las probabilida- 
des de las diversas eventualidades; y es en este sentido que la teoría de 
las probabilidades interviene de una manera más o menos consciente en 
todas nuestras decisiones; a veces sería más ventajoso hacer que esa in- 
tervención sea más consciente precisándola con cifras, a condición de no 
olvidar que si podemos tomar las cifras como consejeras, no debemos ja- 
más dejarnos esclavizar por ellas. 


90. La teoría de las probabilidades ha sido creada y perfecciona- 
da por hombres que fueron a la vez sabios ilustres y pensadores univer- 
salmente admirados: sería suficiente citar los nombres de Pascal, 
d'Alembert, Condorcet, Euler, Laplace, entre los más célebres; es singu- 
lar constatar que a pesar de la autoridad de tales nombres, se encuentra a 
cada instante, en personas incapaces de profundizar las teorías matemáti- 
cas, dudas y aun negaciones sin una sombra de prueba a propósito de re- 
sultados los más sólidamente establecidos. Esto es un fenómeno de lo 
más curioso, porque contrasta singularmente con la fe ciega y a veces 
excesiva que el público acuerda generalmente a las afirmaciones de los 
“Sabios”. 

No creo que sea un error buscar la razón en el “escepticismo 
trascendental” a que se han dejado arrastrar algunos de los pensadores 


más eminentes que han escrito sobre el cálculo de las probabilidades, 
hago particular alusión a Joseph Bertrand y sobre todo a Henri Poincaré. 
Cuando éste discute los fundamentos del conocimiento, llega a negar 
igualmente el valor absoluto de las opiniones clásicas sobre el movi- 
miento de la tierra y las leyes del azar; pero ésta es una opinión metafísi- 
ca sin más valor práctico que la negación filosófica de la existencia del 
mundo sensible; la comparación es de Poincaré mismo. Es únicamente 
comprendiéndolos mal que se ha podido creer que Bertrand o Poincaré 
no consideran los resultados de la teoría de las probabilidades como ver- 
dades científicas tan ciertas como toda verdad científica. Pero no es entre 
sus lectores que se encuentran los escépticos —o más bien los negadores 
— de los que deseo hablar; éstos no tienen generalmente la cultura mate- 
mática necesaria para leer tales libros; no es su razón, es su sensibilidad, 
la que se siente chocada por las conclusiones de la teoría de las probabi- 
lidades, o, al menos, por la manera en que ellos las comprenden e inter- 
pretan. 

Llegamos entonces a preguntarnos qué, en la teoría de las proba- 
bilidades, hiere de tal manera la sensibilidad de muchos hombres, que 
unos solamente la aceptan como verdadera cuando la razón es bastante 
fuerte para seguir en todos sus detalles las deducciones lógicas; para los 
otros, el argumento de autoridad, tan poderoso cuando su sensibilidad es 
indiferente e imparcial, no alcanza a vencer sus repugnancias. 

Tratando de profundizar las razones por las cuales la teoría de 
las probabilidades es antipática a muchos espíritus, espero llegar a hacer 
ver que esta antipatía se debe en gran parte a un malentendido; sería de- 
seable que ese malentendido se disipara, porque la vulgarización de las 
conclusiones, cuando no de los métodos de esta rama de la ciencia, sería 
de una gran utilidad social. 


91. Cada uno de nosotros tiende particularmente a todo lo que 
constituye su individualidad y participa así, más o menos, de esta sensi- 
bilidad individualista, señalada a veces como la herencia de algunos es- 
píritus selectos. 


El rasgo dominante de la sensibilidad individualista es, en efecto, éste: el 
sentimiento de la “diferencia” humana, de la unicidad de las personas. El individua- 


lista gusta esta “diferencia”, no solamente en sí, sino en los demás. Llega a recono- 
cerla, a tenerla en cuenta y a complacerse en ella. Esto supone una inteligencia fina y 
sensible. Pascal ha dicho: “A medida que se tiene más espíritu, se encuentra que hay 
más hombres originales. Las gentes vulgares no encuentran diferencias entre los 
hombres”. La sensibilidad social o gregaria se complace en la trivialidad de los ras- 
gos; prefiere que sea “como todo el mundo”. La sensibilidad cristiana, humanitaria, 
solidaria y democrática quisiera borrar las distinciones entre los yo. Amiel ve en 
esto, con razón, el índice de una intelectualidad grosera. “Si, como dice Pascal, a me- 
dida que se es más desarrollado, se encuentra más diferencia entre los hombres, no se 
puede decir que el instinto democrático desarrolle mucho el espíritu, puesto que hace 
creer en la igualdad de los méritos en virtud de la similitud de las pretensiones.” El 
cristiano dice: “Haz a otro lo que quisieras que te hagan”. A lo que un dramaturgo 
moralista, B. Shaw, responde con ingenio: “No hagas a otro lo que quisieras que te 
hagan; tal vez no tengáis los mismos gustos”'”. 


Esta necesidad de “unicidad” no se manifiesta solamente en al- 
gunos individuos privilegiados; existe en casi todos los hombres, toman- 
do a veces formas ingenuas y un poco ridículas; de éstas, una de las más 
curiosas es la importancia que algunas personas dan a todo lo que con- 
cierne a su nombre propio. La importancia atribuida a la reproducción 
del nombre toma las formas más diversas: la más grosera es tal vez el de- 
seo de ver su nombre escrito en todas partes, deseo cuya expresión, si- 
guiendo las clases sociales, evoluciona desde los “graffitti” hasta los 
“Echos mondains”. Un mínimo error de ortografía en la dirección de una 
carta, el no ser llamado inmediatamente por su nombre, aun habiendo 
sido reconocido, a veces provocan a muchos verdadero malhumor. Estas 
diversas formas de susceptibilidad son, sin embargo, particularmente co- 
rrientes en los espíritus más mediocres, los que tienen menos individuali- 
dad: es, después de todo, muy natural que traten de acrecentar por todos 
los medios su inconsistente personalidad. 

Un hecho más normal es que el hombre no gusta, en general, 
perder su nombre y ser designado por un número; ni que se le cuente so- 
lamente como una unidad en un grupo, sin ser individualmente señalado. 
Es ésta ya una razón para que la estadística no sea popular y para que las 


Lin G. Palante, Mercure de France, del 16 de junio de 1908; los caracteres de la sensibilidad 


individualista están definidos en este estudio con mucha fineza; pero varios de estos caracteres 
son, aunque no lo crea el autor, comunes a casi todos los hombres; es una cuestión de grado. 


burlas fáciles a su costa sean generalmente bien recibidas; una de las más 
clásicas consiste en enunciar seriamente que tal vehículo público trans- 
porta diariamente 245 pasajeros y 47 centésimos de pasajero; el elemen- 
to cómico resulta precisamente de que se lleva hasta el absurdo la asimi- 
lación del individuo con una simple unidad aritmética abstracta. 

He aquí entonces un primer elemento de sospecha contra la teo- 
ría de las probabilidades en todos los muy numerosos casos en que ella 
se basa en la enumeración de individuos humanos; pero no es el único, 
ni el más importante. 

La teoría de las probabilidades no se confunde con la estadística, 
a la cual se aplica también todo lo que precede; no contenta con hacer re- 
cuento de acontecimientos pasados, ésta pretende prever en una cierta 
medida los futuros: en tal sentido es una ciencia. Esta pretensión hiere el 
sentimiento psicológico de la libertad humana (cuyo valor metafísico no 
discutimos aquí); se afirma que si no se producen acontecimientos ex- 
cepcionales, como guerra, temblores de tierra, etc., habrá seguramente 
más de mil casamientos en Francia, la semana próxima: ¿no depende de 
los novios desmentir la predicción, aplazando una semana la celebración 
de su matrimonio?'* 

La objeción no resiste el examen, pero a menudo es admitida 
implícitamente, sin examen. 


92. Hay casos, por fin, en que las previsiones del cálculo con- 
ciernen a fenómenos independientes de la voluntad del hombre, pero que 
le tocan de muy cerca para que pueda considerarlos fríamente, con la 
única ayuda de la razón. No hablaré de las supersticiones y de las locuras 
a que conduce la pasión del juego a los espíritus más equilibrados; pero 


EN Parece que Joseph Bertrand haya pensado, sin haberlo dicho nunca expresamente, que la 


cláusula “si no se producen acontecimientos excepcionales” quita todo valor a las predicciones 
basadas en el cálculo de las probabilidades. Esta cláusula tiene, sin embargo, un sentido muy 
claro e interviene en todos los fenómenos científicamente observables: el astrónomo verá pasar 
tal estrella a tal hora, por el meridiano, si su telescopio y su reloj funcionan bien. Particularmen- 
te en los acontecimientos en que interviene la libertad humana, no tiene interés comprobar que 
un motivo excepcional pueda causar perturbaciones; por ejemplo una epidemia provoca un éxo- 
do .excepcional de viajeros; cada uno tiene entonces conciencia de que su decisión ha sido in- 
fluenciada por este motivo: lo interesante es comprobar la realidad de los resultados cuando los 
móviles son variados según los individuos. 


quisiera decir algunas palabras de la aplicación del cálculo de probabili- 
dades en la vida humana. Hay pocas ciencias cuyo valor objetivo sea 
menos discutible; las compañías de seguro de vida, por lo menos las que 
son serias y operan conforme a las reglas científicas, obtienen beneficios 
y distribuyen dividendos cuya realidad tangible no permite ningún es- 
cepticismo. Pero, si no se pueden negar estos resultados generales, algu- 
nas afirmaciones particulares, a veces mal comprendidas, chocan con la 
aprensión supersticiosa experimentada por muchos hombres, puesto que, 
aun muy indirectamente, puede ser cuestión de su propia muerte. Este 
“individualismo biológico” está muy extendido y tiene manifestaciones 
muy diversas, de las que la más corriente es una cierta necesidad pueril 
de afirmar la excelencia de su propia salud, la “solidez de su caja”. Cual- 
quiera juzgará con gusto las previsiones del cálculo más razonable, a 
condición de que se aplique a un grupo de personas del que no forma 
parte, a los chinos o a los negros, si él es de raza blanca; pero le disgusta 
que le asignen la duración de su vida media o probable, distinguiendo 
por lo tanto mal el sentido de estas expresiones. 

Hay en estas cuestiones otra fuente de paradoja, que aparece no- 
tablemente en un ejemplo que debemos a Joseph Bertrand'”'. 


En un problema muy célebre y muy serio, la vida humana estaba en juego. 
La inoculación, antes de la vacuna, era la mejor defensa contra la viruela; pero moría 
1 inoculado sobre 200, como resultado de la operación. Algunos dudaban; Daniel 
Bernoulli, geómetra impasible, calculaba doctamente la vida media, la encontraba 
acrecentada en tres años y, por silogismo, declaraba bienhechora a la inoculación. 
D”Alembert, siempre hostil a la teoría del juego, que nunca pudo comprender, recha- 
zaba con mucha razón la inoculación: “Supongo, decía, que la vida media de un 
hombre de 30 años sea otros 30 años y que pueda razonablemente esperar vivir toda- 
vía 30 años abandonándose a la naturaleza sin dejarse inocular. Supongo en seguida 
que, sometiéndose a la operación, su vida media sea de 34 años. ¿No parece que para 
apreciar la ventaja de la inoculación, no basta comparar la vida media de 34 años con 
la vida media de 30, sino el riesgo de 1 sobre 200 a que se expone, de morir en un 
mes, por la inoculación, con la lejana ventaja de vivir 4 años más al cabo de 60 
años?” 

Se argumenta mal para dilucidar estas preguntas: supongamos que se pue- 
da, por una operación, acrecentar la vida media, no en 4 sino en 40 años con la con- 
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dición de que una muerte inmediata amenace a un cuarto (1/4) de los operados: un 
cuarto de vidas sacrificadas para duplicar la vida de los 3/4 restantes, es un beneficio 
grande. ¿Quién querrá ensayarlo? ¿Qué médico hará la operación? ¿Quién se encar- 
gará de invitar a 4.000 habitantes robustos y sanos de una misma ciudad, a que en- 
carguen para el día siguiente 1.000 ataúdes? ¿Qué director de colegio osaría anunciar 
a 50 madres que, empeñado en acrecentar la vida media de sus 200 alumnos, los ha 
hecho entrar en ese juego ventajoso y son sus hijos los perdedores? Los padres más 
prudentes aceptarían una posibilidad sobre 200; pero ninguno, en base a ningún cál- 
culo, se expondría a una posibilidad sobre 4. 


La paradoja está claramente expuesta, pero ni D” Alembert ni 
Bertrand ponen en evidencia la razón profunda por la que se “argumenta 
mal” en tales cuestiones. Esta razón me parece ser la siguiente: la incerti- 
dumbre de la fecha de su muerte es una condición esencial en la vida del 
hombre; es tan absurdo renunciar actualmente a esta condición, como su- 
poner las incursiones a los planetas vecinos. Si en el futuro los progresos 
de las ciencias permitieran determinar la fecha exacta de la muerte de 
cada uno, la mentalidad humana sería modificada a tal punto que no po- 
dríamos prever cuál sería su actitud frente a los problemas planteados 
por Bertrand. Y, sin embargo, esta hipótesis es necesaria para que estos 
problemas puedan ser realmente planteados de una manera concreta: si 
no sólo son especulaciones sin sentido. El día que se le pueda decir a un 
hombre de 30 años: “Usted está asegurado científicamente a vivir hasta 
los 60 años, y nada más; esta operación prolongará con seguridad su 
vida hasta los 80 años, pero corre el riesgo de una muerte inmediata, que 
se produce una vez sobre 10”, y que la confianza en una ciencia bien 
probada no deje ninguna duda sobre la verdad de estas afirmaciones, ese 
día se podría preguntar qué respuesta daría ese hombre. Pero, para los 
que vivimos actualmente, tales afirmaciones no tienen fundamento; sa- 
bemos muy bien que no se nos puede asegurar el futuro y esta incerti- 
dumbre misma es necesaria para que gustemos de la vida. 

Se podrá responder que el cálculo de las probabilidades no po- 
dría prometer una certidumbre, pero en algunos casos puede garantizar 
un promedio; ¿no es un resultado positivo aumentar ese promedio? Sin 
duda; pero ahora no se debe razonar como si la vida real debiera ser 
siempre exactamente igual a ese promedio; la aproximación a este pro- 


medio no es ciertamente indiferente, y esto es lo que olvidan D' Alem- 
bert y Bertrand. Observemos más detalladamente uno de sus ejemplos. 

Bertrand considera 100 individuos, de los que cada uno debe vi- 
vir 40 años y propone sacrificar inmediatamente 25 para prolongar hasta 
80 años la vida de los otros 75 hombres; no vacila en demostrar que esta 
proposición es inaceptable. Esto no sería forzosamente lo mismo, si se 
admitiera, como debe hacerse, que cada uno no vive precisamente el tér- 
mino medio de vida. Supongamos 100 individuos atacados de una enfer- 
medad grave, de los cuales debemos suponer que 50 morirán en un breve 
plazo; los otros 50 vivirán, término medio, 40 años; la duración media de 
la vida, para los 100 individuos, es alrededor de 20 años; si por tal opera- 
ción o por tal tratamiento se salvan 75 cuya vida media será todavía 40 
años, y sucumben los otros 25 en la operación, la duración media de la 
vida para los 100 individuos, llega a ser 30 años; aquí no hay duda de 
que el aumento de la vida media es ventajoso, y un médico bien informa- 
do aconsejará el tratamiento que sobre 4 enfermos salva a 3 en lugar de 
2. 

Supongamos lo contrario; que por una operación a los recién na- 
cidos, se evita tal enfermedad de la vejez y se prolonga así en algunos 
años la vida media de los que pasen los 60 años; aun si el cálculo de- 
muestra que la duración media de la vida resulta así aumentada para el 
conjunto de individuos, ninguna madre sometería a su hijo a la opera- 
ción, si ésta es mortal solamente 1 vez sobre 100. Todo esto no prueba 
más que una cosa: que para interpretar los resultados de un cálculo, no 
puede omitirse el buen sentido. 


93. Pero el buen sentido, como el cálculo, no aseguran contra la 
desgracia, y sería un pobre consuelo para un individuo pensar que la pro- 
babilidad de su desgracia era débil, si es él que la sufre. El que se muere 
de hambre se interesa poco en el aumento del promedio de las fortunas; 
no se debe buscar en la estadística ni en el cálculo argumentos para con- 
solar a los que sufren desigualdades sociales; estas comprobaciones no 
disminuyen en nada el valor propio de las estadísticas ni de los cálculos 
por los que se las interpreta. 


En efecto, solamente desde un punto de vista particular los esta- 
dísticos o los matemáticos estudian los fenómenos sociales; este estudio 
tiene un alcance limitado, pero constituye una ciencia exacta desde que 
no pretende extenderse más allá de sus límites naturales. No se deben 
buscar argumentos morales, ni razones de proceder inmediatas, sino so- 
lamente, como en las ciencias físicas, un medio de conocer perfectamen- 
te los acontecimientos pasados y prever con una cierta aproximación los 
acontecimientos futuros. Cuando se predice que más de cien mil pari- 
sienses tomarán mañana el “metro”, no se obliga a ninguno de ellos a 
elegir ese medio de transporte; se enuncia simplemente un hecho que la 
experiencia confirma. Lo mismo, si se predice que, habiendo tal munici - 
palidad anunciado la ejecución de trabajos por varios millones, se puede 
deducir que algunos obreros perecerán víctimas de accidentes del traba- 
jo, esto no significa que, los que ordenan la iniciación del trabajo, pue- 
dan ser tratados de asesinos: nada prueba que la mortalidad no hubiera 
sido mayor en los obreros desocupados, u ocupados en otro trabajo; sus- 
tituir esta incertidumbre por una previsión relativamente precisa, aumen- 
ta nuestros conocimientos sin hacer daño a nadie. 

Solamente hace falta tener cuidado de no caer en un error muy 
extendido: muchas personas dudan tanto más de los inconvenientes y los 
peligros cuanto mejor conocidos son; temblarán ante una estadística pre- 
cisa de accidentes ferroviarios y no pensarán en los accidentes menos 
cuidadosamente analizados que amenazan a las personas que se pasean 
tranquilamente a pie por las calles o los grandes caminos. Asimismo, ha- 
biendo sido atraída su atención por los inconvenientes precisos que pue- 
den producirse con tal modo de alimentación, se imponen un régimen 
extravagante, sin preguntarse si las modificaciones desconocidas produ- 
cidas en su organismo por este régimen anormal no las exponen a peli- 
gros más graves que los que tratan de evitar. 

La ignorancia puede ser cómoda para quienes practican la políti- 
ca del avestruz; pero no es deseable por quienes prefieren ver claro y no 
se dejan influenciar por el conocimiento más exacto de un peligro posi- 
ble, ya que su probabilidad es notablemente inferior a la de los peligros 
desconocidos a los que los hombres más timoratos se exponen todos los 


días'*”. No hay nada que temer del cálculo, cuando se está decidido a no 


regir la conducta según sus indicaciones sin haberlas considerado previa- 
mente en su justo valor: es una ilusión singular, pensar que la indepen- 
dencia individual sea acrecentada por la ignorancia. 


94. ¿No hay entonces ningún fundamento en la oposición que 
hemos creído discernir entre la teoría de las probabilidades y el indivi- 
dualismo? Al contrario, lo hay, y bien real, en la medida en que el indivi- 
dualismo es antisocial, porque la teoría de las probabilidades es la base 
de lo que se puede llamar matemáticas sociales. Su estudio nos recuerda, 
en efecto, que vivimos en sociedad y que los fenómenos sociales tienen 
una existencia real y un interés propio. Nos recuerda que, si los hombres 
tienen diferencias en muchos puntos, son sin embargo semejantes en que 
todos están expuestos a los accidentes, a las enfermedades, a la muerte; 
en que sus diversos elementos biológicos (la talla, dimensiones del crá- 
neo, etc.), siguen leyes regulares, alrededor de ciertos promedios; en que 
se pueden enunciar leyes que comprueba la observación de los hechos y 
de acuerdo a cuyo enunciado los hombres son considerados como unida- 
des constitutivas del conjunto a que se aplica la ley. Tales comprobacio- 
nes son eminentemente suficientes para limitar el exceso de egoísmo in- 
dividualista. Una enfermedad produce, por término medio, cierto número 
de víctimas; la helada o las inundaciones producen por término medio 
cierta suma de gastos; no se sabe por qué, unos sufren estos daños y 
otros se salvan, pero la sociedad en su conjunto sufre un daño casi cons- 
tante. El estudio de esos hechos no puede sino contribuir a desarrollar la 
noción de la solidaridad, a recordar a cada uno que no debe considerarse 
independiente del medio en que vive y que debe participar en la repara- 
ción de los daños fortuitos perjudiciales para su vecino y que podían ha- 
berlo perjudicado a él mismo. Tiene también la teoría de las probabilida- 
des un gran valor educativo; se debiera anhelar que ella fuera puesta al 
alcance de todos los que pretenden un lugar en la dirección de los hom- 
bres y de las cosas. Así sería muy felizmente combatido cierto individua- 
lismo que no es más que un egoísmo torpe. Pero la teoría de las probabi- 
lidades no amenaza, de ninguna manera, al verdadero individualismo, es 
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decir, a la clara conciencia de la independencia de pensamiento y de ac- 
ción de una personalidad que se siente libre. 


95. ¿Es posible ir aún más lejos, y fundar sobre la teoría de las 
probabilidades una verdadera moral individual y social? ¿Es éste un pro- 
blema que no puedo tener la pretensión de resolver aquí, pero quisiera 
indicar al menos por qué vía se podría buscar la solución. 

Parece que la regla de moral más elevada que haya sido pro- 
puesta a los hombres se resume en la palabra evangélica: “Amarás a tu 
prójimo como a ti mismo”. La ilustración práctica más popular es tal vez 
la historia de San Martín partiendo su capa con un mendigo. Si se osa 
aplicar a este caso la crítica científica, con riesgo de ser acusado de una 
gran dureza de corazón, uno llega a reconocer que si el prójimo son to- 
dos los hombres, la aplicación estricta del precepto evangélico conduce a 
consecuencias absurdas. San Martín mismo no habría podido partir su 
capa en mil pedazos, si se hubiera encontrado con un millar de desgra- 
ciados. Se podría hacer esta observación trivial bajo una forma aritméti- 
ca observando que el hombre que considerara a todos los habitantes del 
globo, o de su patria, o aun de su ciudad, por poco que sea una gran ciu- 
dad, como equivalente a sí mismo, estaría obligado a partir, a dividir no 
solamente sus bienes, sino también su actividad, en tan gran número de 
partes, que su vida llegaría a ser imposible. Se puede objetar que si cada 
uno lo imitara, habría en este comunismo total una compensación que 
permitiría a todos vivir, pero la dispersión indefinida destruiría la perso- 
nalidad misma de los individuos. La única interpretación razonable que 
pueda darse a la máxima evangélica es entonces la siguiente: considera a 
cada uno de tus prójimos no como equivalente en todo caso a ti mismo, 
sino como equivalente a una fracción de ti mismo, comprendida entre 
cero y uno, que no alcanza jamás el límite inferior cero, aunque a veces 
puede alcanzar el límite superior uno. No pienso que una fórmula como 
ésta pueda ser tachada de egoísta; desde que se haya comprendido bien 
su significado es, al contrario, la fórmula más amplia y más completa del 
altruismo inteligente. Los diferentes grados en el altruismo y egoísmo se 
revelarán en la fijación de coeficientes: ¿a cuántas personas, cada uno de 
nosotros le atribuiría el coeficiente 1, a cuántos el coeficiente 0,9, el co- 


eficiente 0,5... el coeficiente 0,000001? Me guardaría bien de entrar en la 
discusión de estos valores, que corresponden ya a la moral práctica'**; lo 
esencial es que estos coeficientes no deben ser nulos, y se puede contem- 
plar esta afirmación como el fundamento de la moral teórica. En la cons- 
tatación de este hecho y en el estudio de sus consecuencias, la teoría de 
las probabilidades interviene a cada instante y da una base objetiva a las 
aspiraciones del poeta: 
O insensé, qui crois que je ne suis pas toi! 


Hay una probabilidad no nula para que un daño hecho a otro nos 
sea dañoso, para que un beneficio hecho a otro nos sea provechoso, para 
que la enfermedad o la muerte de nuestro prójimo nos sea dolorosa, etc. 
Por otra parte, las personas más egoístas evalúan más o menos conscien- 
temente la relación entre el provecho que esperan de un acto y el daño 
que ese acto puede causar a otro y no realizan el acto si esa relación es 
muy débil; poner fuego a una parva para asar una calandria se considera 
cosa de locos. 

Sería de desear que la relación entre el provecho esperado y el 
daño causado, que interviene en nuestros juicios sobre los actos, intervi- 
niera también en la legislación, en la jurisprudencia y en las costumbres. 

El farmacéutico que gracias a una sabia publicidad impide con 
sus productos mediocres o adulterados la curación de millares de desdi- 
chados, sobre cada uno de los cuales gana algunos pesos, debiera apare- 
cer como mucho más culpable que el asesino que mata a 2 Ó 3 personas 
para asegurarse la fortuna. 


96. Una objeción seguramente se ha planteado ya al espíritu del 
lector; ¿no hay casos en que el coeficiente atribuido por tal hombre a su 
prójimo es no solamente nulo, sino negativo? En otros términos, ¿no 
puede suceder que llegue a desear la desgracia de su vecino, aun no obte- 
niendo ningún provecho directo e inmediato, y con mayor razón si tiene 
un provecho, por pequeño que sea? El examen de estas diversas hipóte- 
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abreviada de lenguaje. La significación no podría ser precisada sino por una larga discusión en 
la que se haría la elección entre varias convenciones. 


sis prácticas saldría ya de nuestro cuadro; me limitaré a dos breves ob- 
servaciones. 

El hombre que trata de obtener provecho de la desgracia del ve- 
cino es un ser antisocial contra el cual es legítimo que la sociedad se de- 
fienda; no es necesario insistir sobre este punto. El miedo a las autorida- 
des, debe en ciertos casos suplir la insuficiente conciencia moral. 

Pero la sociedad, ¿no está organizada de manera que en ciertas 
circunstancias, la desgracia de unos sea indirectamente provechosa a 
otros, sin que éstos sean culpables de algún acto reprensible, entrañando 
la destrucción de las riquezas, por ejemplo, el alza de los precios? Si es 
así, la sociedad debe tender a suprimir tales circunstancias; es ésa una re- 
gla de moral social que completa las reglas de moral individual. 


97. Observemos, para terminar, que se pueden deducir coefi- 
cientes por los cuales puede ser medido el amor al prójimo a la vez que 
el patriotismo y el internacionalismo en el sentido más elevado. Para 
cada uno de nosotros la suma de los coeficientes que se atribuye a los 
compatriotas es superior a la suma de los coeficientes atribuidos a los 
extran jeros y, además, notablemente superior a la unidad. Si entonces 
un peligro amenaza a todos nuestros compatriotas, nuestro deber es de- 
fenderlos sacrificándonos, si es necesario, nosotros mismos; pero debe- 
mos por otra parte desear que se establezca entre las naciones una moral 
de solidaridad análoga a la que existe entre los individuos. Se sabe cuán 
grande es actualmente la solidaridad económica entre las naciones, al 
punto que se ha podido preguntar si una guerra victoriosa no sería perju- 
dicial al vencedor mismo. Esto quiere decir que si una nación se atribuye 
a sí misma un coeficiente igual a la unidad, debe atribuir a las otras na- 
ciones coeficientes inferiores a la unidad, pero no nulos ni negativos . 
Decir que los coeficientes de las otras naciones son inferiores a la uni- 
dad, es decir que debe subsistir un cierto egoísmo nacional, tan necesario 
a la vida de los pueblos como el egoísmo individual lo es a la vida de los 
individuos. Decir que los coeficientes de las otras naciones no deben ser 
negativos, es desear que el estado de guerra no sustituya al estado de 
paz. 


CAPÍTULO IX 


EL VALOR CIENTIFICO DE LAS LEYES DEL AZAR 


98. Las leyes del azar y las diversas ciencias. - 99, El 
método de las mayorías. - 100. El Cálculo de las probabilida- 
des y las decisiones judiciales. - 101-102. La verdad absoluta 
y la verdad relativa. - 103. Casos en que “la verdad relativa” 
es sin interés. - 104. Búsqueda de la significación de la verdad 
relativa. - 105. El método de los “casos verdaderos y de los ca- 
sos falsos”. - 106. Estudio experimental de las fisonomías del 
niño. - 107. Estudios de Binet sobre las manos. - 108. Conclu- 
sión. 


98. Parece superfluo hablar del valor científico de la teoría de 
las probabilidades después de lo dicho sobre los usos de esta teoría en las 
diversas cuestiones científicas. Para el sabio, la ciencia tiene su justifica - 
ción en sí misma: si la mecánica estadística conduce a resultados impor- 
tantes, adquiere por eso mismo un valor científico a los ojos del físico. 
En cuanto al valor filosófico de esos métodos, lo discutiremos en el capí- 
tulo siguiente. Pero de antemano, puede tener algún interés investigar en 
qué forma la teoría de las probabilidades puede ser aplicada a cuestiones 
que es dudoso que puedan ser consideradas como propiamente científi- 
cas; en otros términos, vamos a buscar si la teoría del azar puede ser uti- 


lizada para extender las fronteras mismas de la ciencia'**. 


99. Daremos de una manera general el nombre de método de las 
mayorías al procedimiento de contemplar como prácticamente valedera 
la opinión expresada por la mayoría después de resumir los dictámenes u 


Ya Las páginas que siguen hasta el n* 107 inclusive, han sido escritas en 1908 a pedido del 
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opiniones de un número más o menos grande de personas. No nos deten- 
dremos por el momento a enumerar y discutir las diversas formas que 
puede tomar el método, ni a clasificar sus numerosas aplicaciones reali- 
zadas o posibles. La cuestión que nos ocupará principalmente es la si- 
guiente: ¿el conocimiento del cálculo de las probabilidades puede ser de 
alguna utilidad a los que emplean o critican el método de las mayorías? 


100. Joseph Bertrand ha reunido en su Cálculo de probabilida- 
des (XLMI a XLIX y 319 a 327) los argumentos que oponen, por así de- 
cir, la cuestión previa a toda introducción del cálculo de las probabilida- 
des en estas materias. Algunas citas harán comprender el punto de vista 
en que se coloca. 


La aplicación del cálculo a las decisiones judiciales es, dice Stuart Mill, el 
escándalo de las Matemáticas. La acusación es injusta. Se puede pesar cobre y darlo 
por oro, la balanza no es culpable. En sus trabajos sobre la teoría de los juicios, Con- 
dorcet, Laplace y Poisson no han pesado más que cobre. 

...Condorcet ha tomado posesión del universo moral para someterlo al cál- 
culo.” Es el elogio que se le ha hecho; nos preguntamos si se le ha leído antes de for- 
mular este juicio. En su libro sobre la probabilidad de los juicios, se plantea desde 
luego dos problemas. Primeramente: ¿Cuál es, para cada juicio y para cada juez, la 
probabilidad de encontrar lo justo? En segundo lugar, ¿cuál es la probabilidad de 
error a que puede la sociedad resignarse sin alarmas? 

La primera cuestión le parece fácil. 

“Supongo, dice Condorcet, que se ha elegido un gran número de hombres 
verdaderamente esclarecidos, los cuales se pronuncian sobre la verdad o la falsedad 
de la decisión. Si entre las decisiones de este tribunal de examen no se contemplan 
sino las que han obtenido una cierta pluralidad, es fácil ver que se puede, sin error 
posible, considerarlas como ciertas.” 

Es un concilio infalible, simplemente, que él define y pretende convocar. 
Sin dudar, vacila; no es que los hombres verdaderamente esclarecidos sean raros, 
guardémonos de creerlo, pero su tiempo es precioso. Para ahorrárselos, Condorcet 
propone un segundo método, del que Poisson, más tarde, no advierte la ilusión. Su- 
poniendo que la probabilidad de error es conocida por un jurado, se puede, sin au- 
mentar su número, disminuirla sin límite por el conjunto. 

...Si, como lo pregunta seriamente Cournot, se invitara al escribano a tomar 
nota, después de cada juicio, de la opinión de cada uno de los jueces, para aplicar, 
cuando las cifras sean numerosas, la fórmula que merezca, estando controlada la 
perspicacia de cada uno por las de sus colegas, el juez más notable de Francia sería el 


que sin discutir ni reflexionar, votara siempre como su presidente: si hay que creer en 
esta fórmula, tal juez no se equivocaría jamás. 

Ni Cournot ni Poisson han cometido la más pequeña falta como geómetras; 
traducen rigurosamente sus hipótesis. Pero las hipótesis no tienen la más mínima re- 
lación con la situación de un acusado delante de los jueces. 

Han notado las diferencias y creen que, señalándolas, adquieren el derecho 
de no tenerlas en cuenta. 

Poisson que, como Condorcet, ha consagrado a la teoría de los juicios un 
volumen entero, lleno de los más sabios cálculos, cree atenuar las objeciones que no 
puede dejar de notar, alterando en sus enunciados la significación de la palabra cul- 
pable. Se haría, dice, el lenguaje más exacto sustituyendo por la palabra condenable, 
que es toda la verdad, la palabra culpable, que tendría necesidad de explicaciones y 
que continuaríamos empleando para conformarnos con el uso. 

El inocente abrumado por los índices engañadores o víctima de maquina- 
ciones demasiado hábiles para que algún juez pueda sospecharlas, es un acusado 
condenable. Poisson, para conformarse al uso, lo clasifica entre los culpables. El 
error unánime de los jueces se hace ahora una prueba de sagacidad en que el álgebra 
les lleva cuenta evaluando su mérito con una infalible precisión. En este tipo de cál- 
culos estériles que harán, como lo ha dicho Stuart Mill, el escándalo de las matemáti - 
cas, Condorcet solamente ha dado un sabio consejo: el de elegir, para componer las 
asambleas, hombres verdaderamente esclarecidos. 


Me he resuelto a hacer estas citas, en que la ironía y la paradoja 
esconden casi siempre un pensamiento muy justo; hay mucho que rete- 
ner de las apreciaciones de Bertrand, y es útil recordarlas. Sería intere- 
sante buscar si Condorcet, Laplace, Poisson, Cournot fueran verdadera- 
mente tan ingenuos como Bertrand parece creerlo; pero no entraré en 
esta discusión histórica, bastante inútil para nuestro objeto; no se trata de 
saber si las afirmaciones de Condorcet son justas, o si Bertrand tiene ra- 
zón al criticarlas; pero sí determinar bajo qué forma se puede actualmen- 
te pensar en aplicar el cálculo de las probabilidades al método de las ma- 
yorías. En este estudio, los trabajos anteriores nos serán naturalmente 
útiles; pero citarlos y discutirlos a cada instante haría muy pesada y sin 
provecho la exposición. 


101. El primer punto evidente, es que la mayoría no puede tener 
las luces que falten a cada una de las individualidades que la componen: 
un jurado de ciegos no podría juzgar de colores. La imposibilidad que se 


refiere aquí a la naturaleza del jurado, puede, en otros casos, ser inheren- 
te a la pregunta planteada: conociendo la altura del palo mayor, hallar 
la edad del capitán; mil personas no resolverán esta cuestión mejor que 
una sola. 

Estas observaciones parecerían, quizás, superfluas, de tal mane- 
ra son evidentes; se puede sin embargo sacar una consecuencia funda- 
mental en nuestro estudio: el valor del juicio de la mayoría puede en al- 
gunos casos ser mayor que el valor del juicio individual, pero NO PUE- 
DE SER NUNCA DE CALIDAD DIFERENTE. 

Un ejemplo muy simple hará comprender bien el sentido de este 
enunciado: Pablo juega al “ecarte”, y es muy inexperto; se encuentra 
que tiene la dama, el as y el nueve de corazón, que es triunfo, el rey de 
trébol y el rey de “pique”. Se pregunta si debe jugar de autoridad, y con- 
sulta a sus amigos más informados: éstos lo animan, pero su adversario 
tiene el rey, el “valet” y el diez de triunfo y dos pequeños “carreaux”; 
Pablo pierde la partida. ¿Ha hecho mal en seguir los consejos que le han 
dado? O, más precisamente, ¿se puede decir que los consejos fueron ma- 
los? Seguramente que no, estos consejos eran los mejores posibles, des- 
de el momento que los consejeros no conocían el juego del adversario de 
Pablo: solamente un compinche hábil y poco honesto hubiera podido, 
habiendo entrevisto este juego, dar a Pablo un consejo destinado a salir 
mejor de la circunstancia tan particular en que se encontraba. 

Podemos resumir esto, diciendo que los consejos dados a Pablo 
por sus amigos constituyen la verdad relativa, en las condiciones en que 
se encuentra Pablo, es decir en la ignorancia en que se encuentra del jue- 
go de su adversario; pero puede suceder que esta verdad relativa sea 
contradictoria con la verdad absoluta, es decir, a la manera de jugar que 
sería la mejor para aquel que conociera ambos juegos. Es bueno, por lo 
demás, agregar que esta verdad, que llamamos absoluta, es solamente 
menos relativa; puede suceder que la pérdida de esta partida, influyendo 
en la disposición de las cartas para la partida siguiente, sea al fin de 
cuentas ventajosa para Pablo, de manera que el consejero que conociera 
no solamente el juego de su adversario, sino la manera en que las cartas 
serán mezcladas y barajadas para el golpe siguiente, podría dar un conse- 
jo diferente y prácticamente mejor. Está entonces bien entendido que la 


palabra absoluto no significa sino menos relativo; no puede, por otra 
parte, tener otro sentido, en todo estudio que se refiera a realidades. 

Admitiendo esta manera de hablar, se pueden distinguir, desde 
el punto de vista práctico, tres categorías principales en las aplicaciones 
del cálculo de probabilidades al método de las mayorías: 


1* La verdad relativa que se alcanza tiene un significado intere- 
sante por sí mismo, desde el momento que es legítimo tomarla como ob- 
jeto absoluto de la investigación; 

2* La verdad relativa que se alcanza no tiene sino una relación 
lejana y desconocida con la verdad absoluta que interesa solamente; 

3” La cuestión está planteada de tal manera que se duda si hay 
allí una verdad relativa; se debe entonces preguntar si esta verdad relati- 
va existe; se podrá inmediatamente proponerse determinar su naturaleza. 


Estas distinciones, lo repito, no pueden tener sino un valor prác- 
tico, desde el punto de vista teórico, todos los casos intermedios son po- 
sibles; desde el punto de vista abstracto, todos los casos son parecidos en 
que su traducción matemática es la misma; pero la significación útil de 
estas mismas fórmulas es muy diferente según los casos: la misma balan- 
za, diría Joseph Bertrand, pesa tan pronto cobre, tan pronto oro. 


102. Ocupémonos primero de los casos en que la verdad relativa 
no solamente es interesante por ella misma, sino que debe ser considera- 
da como si tuviera un valor absoluto: esto es, en los casos en que el he- 
cho crea el derecho. 

Uno de los mejores ejemplos que se pudiera dar al respecto es el 
relativo a las cuestiones de lenguaje'**; nos proponemos, por ejemplo, sa- 
ber si tal locución es actualmente usada o interpretada en un lugar dado: 
el medio más seguro es interrogar a un gran número de habitantes de ese 
lugar; si se pudiera consultar a todos, individual e independientemente 
uno del otro, el conjunto de sus respuestas, que se suponen sinceras y 
exactamente detalladas, facilitarían evidentemente, por la definición mis- 
ma, la respuesta más satisfactoria posible a la cuestión planteada. Es cla- 
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ro que semejante consulta es prácticamente imposible; el método de las 
mayorías considera entonces, consultando solamente un pequeño núme- 
ro de personas, la conveniencia de prever el resultado que daría una enu- 
meración general. Por ejemplo, para saber si los parisienses de 1908 di- 
cen un automóvil o una automóvil, se consultará 20 personas y se tomará 
el resultado de la mayoría. Es esto lo que hacen casi siempre los diarios 
cuando emprenden una “encuesta”. ¿Qué valor tiene el método? Sin en- 
trar en detalles, es necesario, para que el cálculo pueda ser correctamente 
aplicado a una cuestión, que el grupo total relacionado con la cuestión 
planteada, sea sensiblemente homogéneo; esta homogeneidad no es ja- 
más absoluta, ya que dos individuos cualesquiera no son jamás idénticos; 
hace falta entonces que la mayor parte del grupo parcial elegido como 
representante del grupo total tenga sensiblemente la misma heterogenei - 
dad. Por ejemplo, será absolutamente incorrecto tomar los 50 pasajeros 
que están en un tranvía determinado como representantes del conjunto de 
parisienses; sería más correcto tomar como representantes del conjunto a 
los conscriptos parisienses nacidos en 1887, entre ellos los que han naci- 
do por ejemplo, el 14 de mayo de ese año; esa elección sería mejor que 
la elección de un barrio determinado, o mejor aún que una elección alfa- 
bética; suponiendo los nombres escritos en orden alfabético y eligiendo 
una porción de la lista designada por la suerte, se correría el riesgo de to- 
mar porciones muy homogéneas, las personas cuyos nombres comienzan 
por La o Le, o bien por Wo Z, pudiendo tener de común ciertos caracte- 
res étnicos que los diferencian de los otros. 

Si se cumplen las condiciones de homogeneidad, es decir, si el 
grupo restringido en que se verifica la experiencia es verdaderamente 
una imagen fiel del grupo total, ¿qué conclusiones podemos sacar del es- 
tudio de este grupo parcial? Por ejemplo, sobre 36.500 conscriptos de 
una región dada, nacidos en 1887, hay 100 nacidos el 14 de mayo; se 
comprueba que sobre esos 100, la mayoría absoluta, o sea 51, tiene una 
talla superior o igual a 1,65 m, y que los 49 restantes tienen una talla in- 
ferior; se comprueba por otra parte, sobre la mayoría de los 100, tal igno- 
rancia, o tal opinión, o tal juicio particular; ¿qué podemos inducir del re- 
sultado para el conjunto total del que han sido extraídos? Éste no es lu- 
gar indicado para tratar matemáticamente estas cuestiones; es suficiente 


haber indicado la legitimidad de plantearlas y señalar el tipo de respuesta 
que permite dar el cálculo. Este tipo es necesariamente un coeficiente de 
probabilidad. Por ejemplo, se podrá sacar esta conclusión de los hechos 
observados: la probabilidad para que la mayoría de los hechos no obser- 
vados sea conforme a la mayoría de los hechos observados es de 0,999, 
siendo la probabilidad opuesta entonces 0,001. En otros términos, pode- 
mos apostar 999 contra 1 que no nos equivocamos, pero no tenemos la 
certidumbre de no equivocarnos. Esta forma particular de afirmación es 
común a todas las cuestiones en que interviene la teoría de las probabili- 
dades; algunos rehúsan comprenderla y declaran que prefieren ignorar 
una teoría que conduce a resultados tan inciertos; no se dan cuenta de 
que esta incertidumbre es común a todas nuestras afirmaciones, y no es 
menos peligrosa cuando se oculta bajo apariencias dogmáticas'”**. En rea- 
lidad, desde el punto de vista práctico, una probabilidad bastante aproxi- 
mada a la unidad debe prácticamente confundirse con la certidumbre. 

Indiquemos, por fin, que la teoría de las probabilidades permite, 
del estudio de las cifras observadas, obtener conclusiones sobre la homo- 
geneidad del grupo estudiado y, por consiguiente, sobre el valor que se 
puede atribuir a las observaciones hechas sobre ese grupo. Supongo por 
ejemplo que los 10 primeros conscriptos examinados por el consejo de 
revisión del Sena hayan medido, cinco de entre ellos 1,55 m., y los otros 
cinco, 1,75; la simple constatación del hecho de que ninguno de ellos tie- 
ne una talla próxima a la media de 1,65 m., es suficiente para inspirar las 
más serias dudas sobre la exactitud de las conclusiones que se obtendrían 
suponiendo que este grupo parcial es la imagen exacta del grupo total de 
donde se ha tomado: se debe, al contrario, estar seguro que esos 10 indi- 
viduos no son representativos del grupo. 


103. Seré muy breve respecto a los casos en que la verdad rela- 
tiva, que el método de las mayorías permite alcanzar, es sin relación real, 
o al menos sin relación conocida con la verdad absoluta que sería útil co- 
nocer. Esos casos no son interesantes: se los debe señalar solamente a tí- 
tulo indicativo, a fin de evitar los errores a que su estudio podría condu- 
cir. Podemos preguntarnos si todas las aplicaciones del cálculo a las de- 
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cisiones judiciales entran en esta categoría, es decir, si la distinción he- 
cha por Poisson entre culpable y condenable es suficiente para justificar 
las severidades de Joseph Bertrand. Parece que éste haya planteado la 
cuestión bajo una forma demasiado abstracta. Para obtener juicios equi- 
tativos, es claro que es necesario ante todo elegir jueces perspicaces y se- 
renos: pero no es así cómo el problema se plantea en la práctica; es cier- 
tamente demasiado simple proponer esta solución. No se trata de realizar 
un ideal imposible de alcanzar sino de llegar al mal menor sirviéndose de 
las instituciones imperfectas y de los hombres falibles, disponibles, hasta 
el día, pues confiamos todos, con Joseph Bertrand, pero sin contar con 
ello más que él, en que las instituciones serán perfectas y los hombres in- 
falibles. 

Cuando abandonamos así el terreno de la justicia ideal por el de 
los hechos, tendremos que admitir que existen circunstancias en que tal 
acusado inocente será fatalmente condenado por la casi unanimidad de 
los jueces o jurados llamados a pronunciarse sobre su suerte. Es necesa- 
rio, naturalmente, deplorar que esto sea así y tratar de mejorar las garan- 
tías que el procedimiento da a los acusados, mejorando sobre todo el va- 
lor de los jueces para hacer que tales casos sean más y más improbables, 
pero el deseo de mejorar la realidad no debe impedir su comprobación. 
Por lo tanto, es perfectamente legítimo plantearse una pregunta como la 
siguiente: aumentando el número de los jurados y modificando la mayo- 
ría necesaria para la condenación, ¿¿se aumentan o se disminuyen las pro- 
babilidades para que un acusado sea condenado, cuando su inocencia no 
solamente es real, sino que no está disfrazada por apariencias falsas y 
maquinaciones hábiles? 

Estando la cuestión así planteada, no parece dudoso que los cál - 
culos de Laplace y de Poisson no dan la respuesta correcta '””. Solamente 
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puede a veces ser muy grande: el conocimiento de las condiciones requeridas para la condena- 
ción, ¿no puede influir sobre la opinión de los jueces? Por ejemplo, entre los convencionales 
que votaron la muerte de Luis XVI, ¿no podemos contemplar como muy verosímil que hubo al 
menos uno que se hubiera pronunciado por una condena menos severa, si, juez único o miem- 
bro de un jurado muy poco numeroso, su voto le hubiera parecido más decisivo? Esta cuestión 
es distinta a la del voto secreto de los jueces, que forma parte de las disposiciones que pueden 
ser modificadas por la ley o por las costumbres. 


que, para que esta respuesta resulte correcta, no hay que modificar su 
sentido haciendo abstracción de las diferencias concretas existentes entre 
los diversos casos. Por ejemplo, resulta fácilmente, de un cálculo simple, 
que es preferible para un acusado ser juzgado por un tribunal de 7 jueces, 
donde son necesarios 5 votos para la condenación y no por un tribunal de 
12 jueces donde 7 votos pueden condenarlo. Pero sería evidentemente 
abusivo llegar a la conclusión de que es siempre preferible para un solda- 
do comparecer ante un consejo militar que ante un jurado civil. Porque 
independientemente de otra consideración, el solo hecho de que el voto 
del jurado tiene lugar en escrutinio secreto es un elemento que ha sido 
imposible tener en cuenta en los cálculos. 

Entre los casos en que no hay nada que encontrar y donde en 
consecuencia el método de las mayorías y todo método estadístico pierde 
sus derechos, no es inútil mencionar los juegos de azar, sin contar mu- 
cho, con todo, con la creencia de los jugadores, gentes con prejuicios te- 
naces y más dispuestos a escuchar las promesas de martingalas que los 
consejos del álgebra. Es vergonzoso ver a los buscadores, algunos muy 
serios, perder en búsquedas tan vanas un tiempo que podría ser mucho 
mejor empleado. 

La cuestión de saber si se puede ganar dinero a golpe seguro en 
la ruleta es una cuestión esencialmente práctica y concreta; a tal título 
pertenece enteramente a la ciencia y los argumentos metafísicos o subje- 
tivos no tienen nada que ver con la solución práctica de esta cuestión, so- 
lución que ha sido hallada después de largo tiempo por Bernoulli y con- 
firmada por todos los matemáticos: un jugador que juega indefinidamen- 
te a un juego equitativo, llega forzosamente a la ruina, al cabo de un 
tiempo más o menos largo; este plazo se hace muy corto si el juego no es 
equitativo, lo que prácticamente sucede siempre. 


104. Llegamos ahora al caso más interesante para los psicólogos 
porque se presenta a menudo en las investigaciones, aunque la cuestión 
no se plantee siempre para ellos en la forma que vamos a darle. Conside- 
ramos un conjunto de fenómenos observados por individuos diversos, y 
por tanto clasificados de tal manera que pueda desprenderse una mayo- 
ría. El primer problema que se plantea es el siguiente: 


La opinión de esta mayoría ¿corresponde a la realidad? 

Determinar cuál es esa realidad y si, en particular, es adecuada o 
no a lo que se hubiera podido esperar de las experiencias, es un segundo 
problema al que no quito importancia, pero que es esencial distinguirlo 
del primero, porque solamente cuando el primero esté resuelto el segun- 
do podrá ser abordado con provecho. 

Precisemos esta distinción con un ejemplo; supongamos que se 
ha leído en alta voz una misma página en un gran número de escuelas 
primarias, y se pregunta a cada uno de los niños que indique por escrito 
cuál es la palabra más veces repetida en esa página'*. Si las tres cuartas 
partes de las respuestas concuerdan para designar la misma palabra, se 
puede afirmar con certeza que esa coincidencia no es fortuita, sino que 
obedece a una razón. La razón puede ser el hecho de que la palabra de- 
signada es efectivamente la que figura más seguido en la página leída; 
pero también puede ser otro; lo esencial, sin embargo, es la existencia 
misma de una razón, resultado que proporciona el método de las mayo- 
rías en este ejemplo particular. 

De igual modo, si haciendo comparar por numerosos experi- 
mentadores el peso de dos objetos, A y B, cuyas formas y dimensiones 
son muy diferentes, se obtienen respuestas cuyas tres cuartas partes con- 
cuerdan en atribuir un peso más elevado al objeto A, se puede llegar a la 
conclusión de que hay una razón para esto, aunque esta razón quizás no 
sea la de que A sea efectivamente más pesado que B. Al contrario, si so- 
bre 1000 experiencias, solamente 520 declaran que A es más pesado y 
480 declaran que B es más pesado (suponiendo dejadas de lado las res- 
puestas dudosas), la desviación observada es de las que se producirán 
frecuentemente en una serie de 1000 respuestas tiradas a cara O cruz; no 
se debe entonces llegar a ninguna conclusión, sino a una gran presunción 
de que en una nueva serie de 1000 experiencias se obtenga otro resultado 
tan incierto como el primero. 

Antes de que lleguemos a la discusión de experiencias con resul- 
tados numéricos, quisiera decir unas palabras acerca de una experiencia 
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Una experiencia análoga ha sido realizada recientemente por Binet; se leyó a los niños 100 
sustantivos y se les pidió que escribieran la lista de las palabras de que se acordaban. No he te- 
nido los elementos suficientes para someter los resultados al cálculo. 


muy interesante en la que el resultado se traduce en un dibujo. Se trata 
de observaciones de la superficie de un planeta, hechas en un mismo ins- 
tante, por observadores alejados unos de otros, todos los cuales enviaron 
un croquis de lo observado. Estos dibujos fueron reunidos y comparados 
por Jean Mascart, del Observatorio de París, quien al efecto verificó un 
interesantísimo estudio, que recomiendo'”. La experiencia fue sugerida 
por Nicolás Poutiata y organizada por la Sociedad Astronómica de Fran- 
cia, a propuesta de Camille Flammarion; el programa, trazado con cuida- 
do, fue ejecutado con el concurso de 36 observadores, que disponían de 
medios de acción muy diversos; duró 19 días (del 2 al 20 de enero de 
1906); el mal tiempo impidió algunos días el concurso de varios obser- 
vadores, pero el número de observadores pasa muchas veces de 10 y 
otras se eleva a 17. No podemos entrar aquí en la discusión minuciosa a 
que se dedicó Mascart, ni a la descripción de los diversos procedimien- 
tos fotográficos empleados para obtener el promedio de los diversos di- 
bujos (señalemos sin embargo la ingeniosa idea de marcar los tiempos de 
exposición fotográfica, ya el diámetro, ya la superficie del objetivo em- 
pleado en la observación particular). Contentémonos con retener la im- 
presión que resulta de la simple inspección de los dibujos yuxtapuestos: 
estos dibujos, ejecutados el mismo día, a la misma hora, son muy dife- 
rentes unos de otros y entre ellos se encuentran muy pocos detalles repe- 
tidos. Esta simple constatación debe hacernos muy prudentes en la inter- 
pretación de dibujos de esta naturaleza; es manifiesto que observadores 
de cuya buena fe no puede dudarse, y que sabían además que serían so- 
metidos a un control, han creído ver apariencias que no corresponden a 
ninguna realidad. Estas apariencias fueron debidas o bien a las condicio- 
nes atmosféricas o bien a la imaginación del observador, lo cual, quizá, 
podrían determinarlo nuevas experiencias. En todo caso, la experiencia 
merecería ser retomada, porque no es menos interesante para el psicólo- 
go, que provechosa para el progreso de la astronomía planetaria; en las 
nuevas experiencias se sacará gran provecho de las muchas y juiciosas 
observaciones de Mascart. 


eS Observaciones simultáneas de la superficie de Júpiter, reunidas por Jean Mascart (Bulletin 


de la Société astronomique de France, 1907). 


105. Entre las observaciones psicológicas que han sido objeto de 
desarrollos matemáticos referentes al cálculo de las probabilidades, de- 
bemos mencionar particularmente el caprichosamente denominado méto- 
do de los casos verdaderos y de los casos falsos (Richtig und falsch; Ri- 
ght and wrong). Este método ha dado lugar a numerosos cálculos, en los 
que interviene la integral de Gauss y las fórmulas relacionadas con ella; 
no es éste el lugar de hacer de ella una exposición crítica, que exigiría un 
aparato matemático relativamente considerable; me conformaré con se- 
ñalar que el punto delicado es hallar una expresión matemática del error 
elemental que satisfaga igualmente a las condiciones de continuidad y de 
discontinuidad inherentes a la cuestión; las tentativas hechas en este sen- 
tido no me parecen enteramente satisfactorias desde el punto de vista 
teórico y, por otra parte, conducen rápidamente, desde el punto de vista 
práctico, a complicaciones analíticas que sería preferible evitar en cues- 
tiones que interesan a muchas personas de cultura matemática forzosa- 
mente limitada. 

Quisiera, sobre todo, indicar cómo el empleo sistemático del 
método de las mayorías permite plantear la cuestión bajo una forma bas- 
tante diferente de la usual: en lugar de interesarse, como parece que se ha 
hecho, sobre todo hasta ahora, en el estudio de la sensación individual 
que se trataba de extraer del conjunto de experiencias, lo que creería más 
interesante es extraer de este conjunto la “sensación colectiva”. Exami- 
nemos un ejemplo preciso. 

Uno de los objetos que se han propuesto los experimentadores 
de psicología, es determinar cuál es el aumento mínimo de peso que pue- 
de apreciar un observador medio; dado un peso de 1000 gramos, se cons- 
tata que, en general, sólo cuando el peso a juzgar es inferior a 950 gra- 
mos o superior a 1050, la diferencia es notada'*; podrá decirse entonces 
que 50 gramos representan la diferencia mínima perceptible en relación a 
1000 gramos; es la determinación de esa diferencia mínima lo que mu- 
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Dejo aquí enteramente de lado la discusión de los errores sistemáticos que se introducen en 


las experiencias de este género; supongo, por ejemplo, que se elimina el error relativo al orden 
de las comparaciones haciendo cada comparación 2 veces; dejo también la definición precisa de 
la desviación generalmente percibida; si se admite que las desviaciones percibidas siguen la ley 
de Gauss, se puede adoptar sea la desviación probable, sea la desviación media, bastante veci- 
nas una de la otra, como se sabe. 


cho ha preocupado, desde la ley de Weber. Pero la cuestión se puede 
plantear de otra manera; en lugar de proponerse estudiar la ley de una 
experiencia, se puede buscar qué precisión podrían dar un gran número 
de experiencias y es visible que esta precisión sería tanto mayor, al mis- 
mo tiempo que es evidente que no sería indefinida. Supongamos, por 
ejemplo, que a un gran número de observadores se les haga comparar 
dos pesas, una de 1000 gramos, otra de 1010 gramos'*; si, sobre 1000 
observadores, hay 600 que dan la solución justa, será legítimo decir que 
ese conjunto de 1000 observadores tiene la percepción colectiva de la di- 
ferencia de 10 gramos, aun en el caso de que si se reiniciara varias veces 
la experiencia, sucediera que cada uno de los 1000 observadores se equi- 
vocara alguna vez, de suerte que alguno de ellos no pudiera ser conside- 
rado poseedor de la percepción individual de esta diferencia. He supues- 
to que se exigiría una respuesta afirmativa, o negativa, excluyendo res- 
puestas dudosas; pero sería fácil plantear el problema de manera análo- 
ga, en el caso de admitirse respuestas dudosas. Supongamos, por ejem- 
plo, que se tenga una escala de pesos de comparación, marcados en ci- 
fras, variando de gramo en gramo desde 900 hasta 1100 gramos; se da al 
observador un peso P de valor desconocido y se le pregunta cuáles son 
los de peso conocido iguales, superiores e inferiores al peso a determi- 
nar. Dejando de lado también los detalles de la experiencia, detalles cuya 
gran importancia no ignoro, pero debo limitarme, parto del supuesto que 
del resultado de la encuesta se deduce el valor más probable del peso 
P.'? ¿Qué confianza puede acordarse a una tal determinación individual? 
¿Y qué confianza se puede conceder al promedio de 1.000 determinacio- 
nes análogas, hechas por observadores diferentes? Si aceptáramos ciega- 
mente la ley de Gauss, o cualquier otra ley matemática precisa, para ex- 
presar los errores individuales, nos veremos forzosamente llevados a la 
conclusión de que la precisión crece como la raíz cuadrada del número 
de las observaciones y puede, por consiguiente, llegar a ser tan grande 
como se quiera. Este método de estimación llegaría así a poder sobrepa- 
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Bien entendido, supongo siempre que los errores sistemáticos sean evitados. 
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Los métodos matemáticos para alcanzar este objeto son muy simples si se supone el inter- 


valo bastante pequeño para que se pudiera considerar el mínimo perceptible como constante; 
éstos se complican si se tiene en cuenta su variación según la ley de Weber. 


sar, si se lo empleara con cuidado, la precisión de las mejores medidas 
conseguidas por medio de instrumentos, cosa aparentemente paradóji- 
ca!'*. Sería interesante determinar por la experiencia la precisión colecti- 
va posible de alcanzar por medidas estimativas. Es éste un problema so- 
bre el cual no me parece indigno de atraer la atención de los observado- 
res; por otra parte, en obras ya publicadas, e indudablemente, sobre todo, 
en los cuadernos de experiencias, se hallarán elementos para iniciar su 
estudio'*. 

Para dar una idea de la marcha que se podría seguir, saco las ci- 
fras siguientes del Manual de psicología experimental de Titchener'* . 
Un peso S de 1071 gramos era comparado con diversos pesos C, en nú- 
mero de 7, cuyos valores eran crecientes, desde 921 a 1221 gramos en 
fracciones de 50 gramos. El cuadro siguiente da los resultados de 100 
observaciones por cada peso C, o sea 700 observaciones en total; se en- 
cuentra en las tres columnas los números respectivos de las observacio- 
nes en que C fue juzgado superior, igual o inferior a S. 


V C C C 
alor de C >S =S < Ss 
9 9 
21 1 8 1 
9 6 1 8 
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La paradoja se atenúa si se observa que es prácticamente imposible hacer efectuar la misma 


experiencia a dos observadores, porque el tamaño se modifica con el tiempo (y también los ins- 
trumentos de medida). Cuando el número de observadores llega a ser muy grande, estas varia- 
ciones llegan a sobrepasar el cociente del error individual medio por la raíz cuadrada del núme- 
ro de observadores; a partir de este momento, la precisión no puede ser más aumentada. La 
cuestión es saber si esta precisión límite puede ser efectivamente alcanzada. 


ese Según los datos que me han sido proporcionados por Ch. Ed. Guillaume, director-adjunto 


del Bureau internacional de Pesas y medidas, se llega, multiplicando las lecturas hechas por ob- 
servadores ejercitados, a alcanzar en los promedios una precisión mucho más grande que la pre- 
cisión de las observaciones individuales; por ejemplo, por medio de lecturas hechas con una 
lupa sobre una escala milimétrica se ha podido alcanzar con certeza el centésimo de milímetro, 
con un número suficiente de observaciones. 


107 Titchener, Experimental Psychology. Student's Manual Ouantitative, p. 107; he hecho la 


suma de los números correspondientes a las 2 series de experiencias (Time Order 1, S first y 
Time Order II S second). 


71 1 3 


1 1 3 5 
021 0 7 3 
1 3 3 3 
071 0 7 3 
1 5 3 1 
121 5 4 1 
1 7 2 
171 6 0 4 
1 9 
221 0 á : 


Si examinamos este cuadro desde el punto de vista en que noso- 
tros nos colocamos, es decir, si tratamos de deducir del conjunto de ob- 
servaciones la relación real supuestamente desconocida entre C y S, ve- 
remos inmediatamente que esta relación aparece sin ambigúedad; la lec- 
tura de las tres últimas columnas indica, sin necesidad de mirar la prime- 
ra, si C es superior, igual o inferior a S. Bien entendido, la igualdad rigu- 
rosa no puede ser establecida, sino simplemente presumida de acuerdo al 
resultado de las experiencias. Del hecho de que sobre 100 experiencias, 
C (1071) fue juzgado 30 veces superior, 37 veces igual y 33 veces infe- 
rior, se puede simplemente deducir esto: no hay ninguna razón'*, según 
estas experiencias para suponer a C > S con preferencia a C< $; se debe 
entonces, si no se tiene otros elementos de información, suponer que C = 
S. Asimismo, la mayoría distingue inmediata y seguramente un peso € 
de 1021 gramos del peso S de 1071 gramos, aunque cada uno de los ob- 
servadores puede equivocarse individualmente; porque dejando de lado 
las 37 respuestas que afirman la igualdad o la duda, quedan 53 respues- 
tas exactas contra 10 inexactas; tal distribución no puede ser efecto del 


ea En realidad, la pequeña diferencia entre 30 y 33 daría una pequeña razón para suponer 


C<S; es esto un problema de probabilidad de causas, que puede ser tratado, siguiendo el método 
clásico, con la ayuda de una hipótesis suplementaria sobre la probabilidad “a priori”. Pero no 
hace falta cálculo, por poco que uno se familiarice con estas cuestiones, para estar seguro que la 
probabilidad para que se tenga C<S sobrepase muy poco 0,5 y es por consiguiente muy próxi- 
ma de la probabilidad para que C>S. 


azar; si un juego de cara o cruz sobre 63 pruebas, 53 dan cara y solamen- 
te 10 veces cruz, hay la certidumbre casi absoluta de que hubo trampa. 
Pero podemos ir más lejos y preguntar qué pasaría si C tuviera 
un valor intermedio entre 1021 gramos y 1071 gramos; vista la regulari- 
dad de la variación de los números en las tres columnas, se comete en 
error bastante pequeño procediendo por interpolación lineal, es decir, su- 
poniendo que los números varíen en progresión aritmética, lo que da los 


resultados siguientes'”. 


C C C 
E >S =S <S 

1021 10 37 53 
1031 14 37 49 
1041 18 37 45 
1051 22 37 41 
1061 26 37 37 
1071 30 37 33 


Téngase en cuenta que si la experiencia fuera realmente hecha, 
los números no serían exactamente los que inscribimos, a causa de los 
errores fortuitos; pero la teoría de las probabilidades nos indica cuáles 
son los errores fortuitos que pueden ser considerados como probables y 
cuáles completamente improbables. Por ejemplo, sobre 63 juicios (éste 
es el caso presente, porque hay 37 neutros), se debe contemplar, si son 
efecto del azar, que es poco probable que haya más de 40 en un mismo 
sentido, y solamente 23 en sentido opuesto'*. El conjunto de observacio- 
nes hechas en el caso C = 1051 permite, pues, con mucha verosimilitud, 
llegar a la conclusión C < S, es decir, en el sentido de la verdad. Del con- 
junto de números de nuestro primer cuadro, sacamos la conclusión de 
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Teniendo en cuenta las diferencias segundas, se obtienen números bastante vecinos que 
conducen a las mismas conclusiones finales; he preferido presentar el cálculo bajo la forma más 
intuitiva. 
p—- 


1 -5(.06) :- 9,0)24 





El 


edil La probabilidad es 
Gauss). 


designando 60 la integral de 


que la totalidad de los 100 observadores considerados, visto su juicio co- 
lectivo, llega a distinguir una diferencia de peso de 20 gramos. Por cál- 
culos bastante largos y muy correctos Titchener (loc. cit., p. 109 y p. 
113) da para los valores de DL'*, deducidos de ese mismo cuadro, los 
diversos números siguientes!'*: 43, 36, 30, 53, 38, 34, cuyo promedio 39 
es casi doble del número 20 que nosotros encontramos. Esta diferencia 
de resultados deducidos de las mismas experiencias demuestra bien que 
los problemas son distintos: Titchener determina la sensibilidad indivi- 
dual, mientras que nosotros determinamos la sensibilidad colectiva del 
conjunto de observadores. Sería, por otra parte, posible dar más preci- 
sión a nuestra determinación, pero esto ocurriría a expensas del rigor, 
vista la pequeñez de los números empleados '*!. Vale más tener en cuenta 
esta comprobación decisiva: la diferencia de 20 gramos es perceptible 
casi con toda seguridad por el método de las mayorías aplicado al con- 
junto de 100 observaciones; este método da, entonces, como era posible 
esperar, una precisión y una seguridad mucho mayores que la observa- 
ción individual. 

Me conformaré con este ejemplo, confiando que bastará para de- 
mostrar qué interés podría tener la aplicación del método a las experien- 
cias combinadas especialmente en vistas a este objeto. No cabe duda de 
que se llegará así a resultados importantes, en varios aspectos. 


106. Para terminar, quisiera exponer algunas aplicaciones del 
método de las mayorías a las cuestiones cualitativas, porque es tal vez 
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Es decir, el mínimo de acrecentamiento medio perceptible por el observador individual. 
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Las diferencias entre estos números son debidas, por una parte, a la distinción entre los dos 


“time order”; por otra parte, a la distinción entre los acrecentamientos positivos y negativos, y 
por fin a las diferencias entre los métodos seguidos; estas diferencias entre los resultados mues- 
tran cómo es ilusorio aplicar métodos de cálculo demasiado precisos a números groseramente 


aproximados. 


llas An E A 
Si se siguiera un método paralelo al que se emplea generalmente en estas cuestiones cuan- 


do se usa la integral de Gauss, se buscaría qué valor debe darse a C para que la probabilidad de 
la desviación observada sea inferior a 1/2 se deducirían así de los números dados que el valor 
de DL, para el conjunto de los 100 observadores, considerados colectivamente, es alrededor de 
8 gramos; pero el número de las observaciones es muy pequeño para que ese resultado pudiera 
ser considerado como preciso. 


ahí donde sobre todo este método da resultados que no podríamos obte- 
ner por ningún otro medio. 

La primera idea de este género de aplicación me fue sugerida 
por una encuesta que hice sobre los textos que habían servido a Binet 
para experiencias grafológicas'*”. Se trataba de distinguir, sobre 12 tex- 
tos muy cortos, reproducidos en tipografía, cuáles de los 12 escritores 
eran hombres superiores y cuáles hombres mediocres'*”. Las respuestas 
individuales fueron interesantes, pero la clasificación deducida del re- 
cuento en el escrutinio lo fue más aún; los seis hombres superiores fue- 
ron declarados tales por mayoría absoluta; un solo hombre mediocre 
tuvo también mayoría absoluta —se trataba precisamente, si la frase es 
posible, del menos mediocre de los hombres mediocres (o “simplemente 
inteligentes”) elegidos por Binet, quien dijo de él: “Es un publicista cien- 
tífico no carente de mérito, el cual, si se reconoce, no me perdonará ha- 
berlo preferido a Claude Bernard”—. En suma, la opinión de la mayoría 
concordaba con la verdad en todos los hombres superiores y el único 
error que cometía, clasificando como superior a uno de los hombres me- 
diocres, podía justificarse por las mismas referencias dadas sobre él. No 
insistiré más en esta experiencia, pero he querido recordarla porque fue 
en esa ocasión, que mantuve correspondencia con Binet a propósito de 
este método de las mayorías (fue él quien primero empleo esta expre- 
sión), quien quiso encargarme este pequeño estudio para su “Année”. 

Discutiré en detalle una experiencia interesante hecha por la Sra. 
Rousson sobre la lectura de una fisonomía de niño'”*. 

Recordemos brevemente las condiciones, dejando de lado los 
detalles. Se sometió separadamente, a 20 observadores, 40 fotografías de 
niños (cada una doble: frente y perfil), de los cuales 23 eran retardados y 
17 normales; cada observador declaraba al niño retardado o normal, o 
rehusaba responder (hubo solamente 18 que rehusaron responder, sobre 


a Ver la Revue du Mois, agosto y septiembre 1906, t. II, p. 244 y 366. 
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La clasificación era debida a Binet; ver su libro: Les revelations de Véscriture soumises ú 


un contróle scientifique (F. Alean). 
NE Bulletin de la Société libre pour l'étude psychologique de l'enfant, junio de 1906 (6* año, 


p. 76). 


800 observaciones'”). Los porcentajes de respuestas justas variaron se- 


gún los observadores, entre 67% y 92%; su promedio fue 78%. Se puede 
deducir de esto que había verdaderamente en las fotografías'*%, o al me- 
nos en algunas de ellas, indicios inteligibles. Pero esta conclusión gene- 
ral puede precisarse mucho más con la aplicación del método de las ma- 
yorías. Quisiera mostrar en detalle sobre este ejemplo cuáles principios 
simples se deben utilizar en esta aplicación, tratando de hacer uso del 
mínimo de conocimientos matemáticos. 

El número de votantes era 20; cada uno de ellos debía votar así: 
normal (N) o retardado (A)'*, de suerte que el conjunto de los votos re- 
lativos a una misma fotografía estaba representado por una serie como la 
siguiente'* (fotografía N' 7): 


NNAAANANAAANAAAAAAAA 


¿Cómo puede resultar tal sucesión de 20 letras A y N? La prime- 
ra letra puede ser N o A, cosa que admite dos posibilidades; para cada 
una de estas dos posibilidades, la segunda letra puede ser N o A, lo que 
hace 2*2 posibilidades (NN, NA, AN, AA); para cada una de estas 2*2 
posibilidades, la tercera letra puede ser N o A, lo que hace 2*2*2 posibi- 
lidades (NNN, NNA, NAN, NAA, ANN, ANA, AAN, AAA), etc. Repi- 
tiendo el mismo razonamiento hasta la vigésima letra, se encuentra un 
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Estas respuestas rehusadas son lo bastante poco numerosas para poder despreciarlas. La au- 


tora no las tiene en cuenta en el porcentaje de respuestas justas, es decir, que si un observador 
rehúsa responder 2 veces y se equivoca 3 veces sobre 40 niños, cuenta 35 respuestas justas so- 
bre 38. Este procedimiento aumenta ligeramente sus porcentajes; los hemos reproducido tal 
como ella los da. 


289 Digo las fotografías, y no sólo las fisonomías, porque uno de los observadores ha señalado 


que hubiera valido más “descartar todas las diferencias exteriores que puedan influenciar el jui- 
cio”. Esta observación es sin importancia para nuestras deducciones; debe intervenir en las con- 


clusiones especiales relativas a la fisonomía, que se podría tratar de obtener. 


157 z A 5 Eb E 2 A z 
Preferimos dejar A, inicial de arriéré, en vez de R, para evitar las numerosas modificacio- 


nes que se seguirían. 


23 Dejo de lado algunos votos nulos (en número de 18 sobre 800); para dar más certeza a mis 


conclusiones, los contaré con la minoría; es el procedimiento más desventajoso y, con cualquier 
otra convención, las conclusiones serían verdaderas a fortiori. Visto su pequeño número, la 
cosa es, por otra parte, de poca importancia. 


número de posibilidades igual al producto de 20 factores iguales a 2, es 
decir a 2?, o sea 1.048.576. Tal es el número de las diversas posibilida- 
des del escrutinio considerado. Si cada votante, en lugar de resolver el 
voto a su criterio, lo jugara a cara o cruz, cada una de esas posibilidades 
sería igualmente probable y en consecuencia habría exactamente una po- 
sibilidad sobre 1.048.576 para que una cualquiera de ellas se produjera 
(por ejemplo la que hemos detallado anteriormente). 








Suma de los 
De un números de la co- 
Se puede número de mane- lumna 
obtener ras igual a precedente 
20Ny0 1 1 
A 
19N y 1 20 21 
A 
18N y 2 190 211 
A 
17N y 3 114 1351 
A 0 
16N y 4 484 6196 
A 5 
1I5N y5 155 2170 
A 04 0 
14N y 6 387 6046 
A 60 0 
13N y7 775 1379 
A 20 80 
12N y 8 125 2639 
A 970 50 
11Ny9 167 4319 
A 960 10 
10N y 184 6166 
10 A 756 66 


9Ny 11 167 


A 960 
8 N y 12 125 
A 970 


Es necesario ahora determinar, entre las diversas posibilidades 
del escrutinio, cuántas hay que den para N un cierto número de votos; es 
bien claro, por ejemplo, que N puede tener 1 voto contra 19 de A, de 20 
maneras diferentes, porque el único voto N puede ser el del primer vo- 
tante, o del segundo, ... o del vigésimo. La solución completa de esta 
cuestión está dada por el análisis combinatorio, y el cálculo numérico se 
hace simplemente por el logaritmo llamado “triángulo aritmético de Pas- 
cal”; me conformaré con indicar aquí su resultado. 

Ha sido inútil escribir el final del cuadro, que reproduce eviden- 
temente el comienzo, pero en orden inverso. En la tercera columna he- 
mos inscripto la suma de los números de la segunda (21.700, por ejem- 
plo, es la suma de 1 + 20 + 190 + 1.140 + 4.845 + 15.504); se verá luego 
cuál es su utilidad. 

El cuadro precedente es el elemento esencial para la discusión 
del método de las mayorías; cuando el número de votantes es pequeño, 
se obtiene sin trabajo con la ayuda del triángulo aritmético de Pascal; 
cuando es grande, los cálculos serían inextricables y se utilizan fórmulas 
aproximadas establecidas por el cálculo integral y que conducen a consi- 
derar la célebre integral de Gauss; tal es el significado de esta integral, 
que no tiene nada de misterioso; pero en el ejemplo actual me ha pareci- 
do preferible evitar su empleo. 

El número total de las posibilidades es 1.048.576; si los votos 
fueran jugados a cara o cruz, lo que haría a todas esas posibilidades 
igualmente probables, la probabilidad para que se produzca una de las 
38.760 combinaciones que dan 14 N y 6 A sería igual al cociente de 
38.760 por 1.048.576, es decir, en cifras redondas, a 4%. Se pueden así 
deducir del cuadro precedente los resultados probables que darían los 
votos emitidos al azar; helos aquí, redondeando las cifras: 


Se ob- 20N v l. 
tendría y0A 1 ez sobre 000.000 








19 N 5 5 

ylA 1 0.000 
18 N E 2. 

y2A 1 500 
17 N 1 Ss 1: 

y3A 000 
16 N 1 ES 2 

y4A 00 
15 N 1 dl 1 

ySA 5 00 
14 N Ñ 

y6A il o 
13 N E 

y7A 8 o 
12 N 1 Ñ 

y8A 2 o 
11 N 1 E 

y9A 7 => 
10 N 1 ds 

yl0A 8 7 


Resulta entonces que, sobre 40 escrutinios, se debiera obtener, 
en cifras redondas, los resultados siguientes: 


7 veces cada una de las combinaciones 11 Ny9A,10Ny10A, 
9Nyl1lA. 

5 veces cada una de las combinaciones 12 Ny8A,8Ny12A. 

3 veces cada una de las combinaciones 13 Ny7A,7N y 13 A. 

3 veces en conjunto las 2 combinaciones 14 Ny6A,6N y 14 


La obtención de otras combinaciones es, no imposible, pero bas- 
tante poco probable para 15 N o 16 N; muy poco probable para 17 N y 
18 N; del todo improbable para 19 N o 20 N. En particular, esta última 
combinación (la unanimidad) no debiera producirse más de una vez so- 


bre 1.000.000, pero, en realidad, se ha producido 5 veces y cada vez en 
el sentido de la verdad'”. Atribuir este acontecimiento al azar es tan im- 
probable como admitir el hecho siguiente: en una ciudad como Londres, 
que tiene alrededor de 1.000.000 de hombres adultos, 40 individuos in- 
vestidos de poder supremo son forzados a renunciar para entregar el po- 
der a 5 ciudadanos sacados a la suerte entre el millón y el sorteo designa 
precisamente a los 5 renunciantes. El pueblo estaría seguro de que hubo 
fraude, y tendría razón. Asimismo debemos estar seguros de que no es el 
azar solo que ha producido el resultado del voto; hay, pues, una causa; y 
es bastante natural pensar que se trata efectivamente de la razón buscada, 
es decir la observación de las fotografías (podría ser también un entendi- 
miento entre los votantes o una sugestión; estas hipótesis aparentemente 
deben ser descartadas conforme se deduce de la experiencia). 


Pero entremos en el detalle de los resultados: los agruparemos 
en exactos, dudosos e inexactos. 


198 Es porque se ha producido en el sentido de la verdad que decimos una vez sobre un millón 
y no 2 veces sobre un millón, que sería la probabilidad para que se produzca la unanimidad en 
un sentido no indicado de antemano (sea 20 N, sea 20 A). 


IL. Resultados exactos'% 


5 por unanimidad de 20 votos 


5 de 19 votos contra 1 
6 de 18 votos contra 2 
2 de 17 votos contra 3 
4 de 16 votos contra 4 
3 de 15 votos contra 5 
2 de 14 votos contra 6 


27 resultados exactos en total. 
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TI. Resultados dudosos. 


2 por la mayo- 


ría de 

qe. 

pe. 

4 por igualdad 
de votos 

1 por la mino- 
ría de 

pe. 

11 dudosos 


votos. 


ción) 


nes) 


TIT. Resultados inexactos. 


1 


atrasados; he aquí la distribución: 


(o contra una abstención) 
(o abstenciones) 


( » ) 

( » A 

( » ) 

( » ) 
( » ) 


13 
12 
11 
(10 contra 10) 


9 votos (contra 10 y una absten- 


5 votos (contra 12 y 13 abstencio- 


60 Sed Dee 
Estos resultados exactos o dudosos se distribuyen casi igualmente entre los normales y los 


I. ExactosII. Dudosos20 votos 4 A, 1 Nl votos 1 A, 1 N19 — 2A,3N12 — 1A,1NI8 
— 5A,1N1l — 0A,1NI7 — 0A,2NI10 — 3A,1N16 — 1A,3N9 — 3A,1 
NI5S — 3A,0N5/8 —1A,0N14 — 0A,2N 

Los 2 resultados inexactos conciernen a dos retrasados declarados normales por el voto. 


161 , A A ñ 
Este resultado podría haber sido colocado entre los inexactos; es dudoso si se agregan las 
abstenciones a la minoría. [Esta nota al pie no tiene origen indicado visible — Sargont] 





1 en que la solución exacta tiene sólo 5 votos contra 15. 
1 5 si tiene sólo 3 votos contra 17. 
2 inexactos. 


Los resultados clasificados como dudosos son aquellos para los 
cuales no es improbable que la exactitud del resultado sea debida al 
azar. Su número llega a 11; si examinamos la tercera columna del cua- 
dro de la página 275, se ve que sobre 1.048.576 pruebas regidas por el 
azar hay 60.460 para las cuales la mayoría alcanza o excede de 14; y 
137.980 para las cuales esta mayoría alcanza o excede de 13; por tanto, 
sobre 11 pruebas regidas por el azar, el número probable de aquellas 
para las cuales la mayoría en un sentido dado de antemano sería igual o 
superior a 14, es inferior a 1, mientras que el número de aquellas para las 
cuales la mayoría alcanza 13, es superior a 1. Es por esto que hemos cla- 
sificado los 2 escrutinios en que la mayoría alcanza a 14 entre los resul- 
tados exactos, y los dos escrutinios en que la mayoría alcanza a 13 entre 
los dudosos. Hay, evidentemente, una cierta arbitrariedad en esta demar- 
cación absoluta; sería pueril disimular esta arbitrariedad, pero sería exce- 
sivo sacar de ella argumentos contra las conclusiones, en lo que ellas tie- 
nen de general; se debe simplemente no olvidar que esas conclusiones 
comportan algún margen de error, es decir que en lugar de 27 resultados 
exactos sobre 40, se podrían contar de 25 a 29, o tal vez de 24 a 30; pero 
esta ligera incertidumbre en la precisión numérica no desfigura el princi- 
pio mismo de las deducciones; está en la naturaleza misma de todo cál- 
culo basado en experiencias, no dar resultados sino aproximados. Hechas 
estas reservas, adoptaremos como exactos los número de la primera tabla 
de este número 106. 

Vemos que para 27 fotografías sobre 40, es decir para los dos 
tercios más o menos, se tiene que admitir que el resultado del escrutinio 
ha estado determinado por el aspecto de las fotografías; es de todo punto 
verosímil que esas 27 fotografías, sometidas a otros observadores, de 
igual naturaleza (preceptores e institutrices), hubieran dado los mismos 
resultados; sería interesante probar la experiencia. 

Para 13 fotografías, es decir para un tercio, el conjunto de res- 
puestas no da una exactitud superior a la que hubiera dado el azar. Pare- 
ce que se debiera deducir, que para esas fotografías, los caracteres en que 


se basaban en general los observadores para juzgarlas, o no existían o 
eran parcialmente contradictorios. En resumen, pareciera que para un 
tercio de las fotografías, la experiencia debe ser interpretada como con- 
duciendo a la conclusión de que los caracteres de esas fotografías no per- 
miten determinar a qué categoría pertenece el niño. Tal es la consecuen- 
cia lógica de esta experiencia; esta consecuencia podría ser parcialmente 
modificada por un experimento más extenso, sobre las mismas fotogra- 
fías; estoy convencido, de todas maneras, que no sería totalmente des- 
mentida. 

Por fin, digamos algunas palabras de los dos escrutinios cuyo re- 
sultado es inexacto, a los que se debe tal vez agregar uno de los clasifica- 
dos como dudosos. Se trata de tres niños retardados que han sido decla- 
rados normales por 17 votos contra 3; 15 contra 5 y 12 contra 5. Hay 
presunciones bastante serias para que dos, al menos, de las fotografías (si 
no las tres) posean caracteres de niños normales, es decir que el error de 
la mayoría corresponde a una verdad relativa, aunque contradiga una 
verdad absoluta (es decir, la apreciación de las personas que conocen 
muy bien a los niños). Podríamos preguntarnos si la razón de las conclu- 
siones inexactas no es que las fotografías son más difíciles de juzgar, y si 
jueces más hábiles no llegarían, por intermedio de ellas, a establecer la 
verdad. No creo que así sea, pues los observadores que han dado sobre 
esas fotografías una apreciación exacta no parecen distinguirse por una 
habilidad particular; los porcentajes respectivos de respuestas exactas 
son, para los observadores que han respondido bien, en los tres escruti- 
nios de resultado inexacto: 

82%, 75%, 67%, 78%, 67% 
82%, 67%, 92% 
11%, 76%, 67%, 82%, 75% 


Estos porcentajes oscilan entre el mínimo general y el máximo 
general de los 20 observadores (67% y 92%); su promedio, 76%, es lige- 
ramente inferior al promedio general, 78%, de los 20 observadores. No 
son entonces los observadores más hábiles los que han respondido mejor 
en estos casos. 


Como conclusión general de esta aplicación del método de las 
mayorías a los experimentos de la señora Rousson, diremos que las foto- 
grafías contenían los elementos de una solución exacta, en el 65%, más o 
menos de los casos'”; hemos de dejar en la duda alrededor del 30% de 
los casos, y deben conducir a una solución inexacta (retardados tomados 
como normales) en 5% de casos, más o menos. 


107. He aplicado una crítica análoga a la precedente a un experi- 
mento muy interesante de Binet sobre fotografías de manos'”. Se trataba 
de determinar, en una fotografía de la mano de niño (o más bien dicho, 
dos fotografías, palma y dorso): 1? de qué sexo es el niño; 2? si el niño 
es inteligente o torpe. La respuesta a esta segunda pregunta, planteada 
bajo esta forma por Binet, debía ser dada sin ambigiedad. 

El experimento fue realizado sobre 20 fotografías, que fueron 
sometidas a 20 observadores; yo mismo planteé a 4 observadores la pre- 
gunta de Binet relativa a la inteligencia y agregué estas 4 respuestas a las 
20 obtenidas por Binet!*; he aquí los resultados: 


1* Pregunta relativa al sexo; 

13 respuestas exactas: 

2 por 19 votos sobre 20 votantes; 1 por 18 votos; 6 por 17 votos; 
1 por 16 votos; 1 por 15, 1 por 14 votos. 

5 respuestas dudosas: 

1 por 13 votos; 2 por 12; 1 por 11; 1 por 7. 

2 respuestas inexactas: 

5 votos por la verdad, contra 15. 


162 : A A 
Esto no contradice el hecho que el porcentaje general de las respuestas exactas ha sido de 


78%, porque, en los casos dudosos, hay alrededor de una posibilidad sobre 2 para que la res- 
puesta sea exacta; si todos los casos fueran dudosos, el porcentaje general de las respuestas 
exactas sería de 50%. 
163 . z rs ; dé 
Esta experiencia es inédita: agradezco a Binet haberme facilitado la carpeta. 

164 a e , e 

Este agregado disminuye en una unidad el número de los dudosos; el sentido general del 
resultado es siempre el mismo. En los datos que me ha comunicado Binet, he utilizado para 
cada observador, las respuestas de la primera prueba, sin tener en cuenta las modificaciones de 
juicio de la segunda prueba, de lo que diré una palabra después. 


Las conclusiones son casi semejantes a las que hemos extraído 
del experimento de la señora Rousson, salvo, sin embargo, que las ma- 
yorías en las respuestas exactas son menos considerables; las fotografías 
de las manos revelan un poco menos claramente el sexo que lo que las 
fotografías de fisonomías revelan la inteligencia. A remarcar que las dos 
respuestas inexactas se refieren a dos niños tomados por niñas: estos dos 
niños son inteligentes: uno de ellos fue juzgado así por 18 votos sobre 
24, y el otro tuvo en la segunda encuesta 12 votos sobre 24. 


2* Pregunta relativa a la inteligencia: 

6 respuestas exactas: 

1 por 19 votos sobre 24; 2 por 18; 1 por 17; y 1 por 16. 

Estas respuestas exactas conciernen a 2 niños juzgados inteli- 
gentes y 4 juzgados torpes. 

12 respuestas dudosas: 

La solución exacta obtuvo, sobre 24 votantes, 3 veces 14 votos; 
4 veces 12 votos; 2 veces 11 votos; 2 veces 10 votos; 1 vez 9 votos, 

2 respuestas inexactas: 

La solución exacta no obtuvo más de 7 votos sobre 24. 


Estas dos respuestas inexactas se refieren respectivamente a las 
dos categorías. 


Estos resultados son, como era de esperar, muy inferiores en 
exactitud a los que proporcionó el estudio de las fisonomías; la mayoría 
no ha sido muy clara y en las dos terceras partes de los casos, las desvia- 
ciones son del orden que podríamos esperar del azar. Parece acertado, 
entonces, que haya alrededor del 60% de casos en los cuales no se puede 
sacar ninguna deducción de las fotografías de las manos. Corrobora esta 
impresión el estudio de un segundo experimento en que un cierto núme- 
ro de los mismos observadores variaron sus juicios sobre las mismas fo- 
tografías (en esta segunda prueba conocieron el sexo de los niños). Estas 
variaciones de juicio fueron en total 62, esto es, 46 sobre los 12 casos 
que hemos clasificado como dudosos, 15 sobre los 6 casos en que la res- 
puesta fue exacta y 1 solamente sobre los 2 casos en que la respuesta fue 


inexacta. Esto da alrededor de 4 variaciones para cada uno de los casos 
dudosos, 2,5 solamente para las respuestas exactas y 0,5 para las res- 
puestas inexactas. Hay, pues, casos en que el juicio es muy incierto y 
otros en que es más seguro, y en los que el examen revela “algo objeti- 
vo”. Este “algo objetivo” está en la coincidencia con la inteligencia en 6 
casos sobre 8; estas cifras son demasiado débiles para que el cálculo de 
las probabilidades permita decir algo a su respecto; sería ilusorio estable- 
cer porcentajes; si reemplazáramos 6 sobre 8 por 75%, cometeríamos un 
grave error, porque puede muy bien suceder que el azar puro (es decir, 
una probabilidad de 50%) dé 6 aciertos sobre 8 experimentos, mientras 
que 75 aciertos sobre 100 experiencias revelan, con una certidumbre 
prácticamente absoluta, una causa. 

En consecuencia, un estudio concreto puede tratar de determinar 
la naturaleza de ese “algo objetivo” que revela el experimento. El exa- 
men de las fotografías sugirió a Binet la hipótesis siguiente: cuando los 
dedos son cortos y feos, el niño es juzgado torpe; cuando son largos y 
afilados, se lo juzga inteligente. Para comprobar esta hipótesis Binet pi- 
dió a dos nuevos experimentadores hacer una clasificación basando su 
juicio únicamente en el criterio precedente. Este experimento figura en la 
carpeta que él me remitió; para no dejarme influenciar por ella, no la he 
analizado sino después de haber redactado lo que precede: el análisis 
aporta una confirmación notable, de suerte que la hipótesis de Binet me 
pareció enteramente confirmada por mi estudio aritmético. En efecto, en 
los 6 casos en que la respuesta de la mayoría es exacta, y en los 2 casos 
en que es inexacta, todas las respuestas de estos 2 últimos observadores 
concuerdan exactamente con las de la mayoría'*. Esta concordancia per- 
fecta, correspondiente a 16 opiniones (2 observadores juzgando cada uno 
8 fotografías), es en cierta forma la comprobación experimental del mé- 
todo de las mayorías, y el ejemplo demuestra bien que este método debe- 
rá aplicarse en los casos, como éste, en que no se sabe muy exactamente, 
a priori, lo que se busca. El método de las mayorías nos enseña que hay 
“algo objetivo”; la observación directa de los hechos conduce en seguida 
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Una sola diferencia insignificante hay que señalar; para uno de los niños juzgado torpe por 
la mayoría (respuesta exacta), uno de los 2 observadores ha escrito “mediano”, habiendo escrito 
el otro, sin embargo, “torpe”. 


a formular hipótesis, que deben ser comprobadas por nuevos experimen- 
tos. El cálculo no juega, ahí, como siempre en las ciencias experimenta- 
les, sino un papel de intermediario entre dos experimentos, pero este pa- 
pel de guía de la experiencia, aunque modesto, es muchas veces de los 
más útiles. 


108. Sería posible multiplicar los ejemplos; creo que sería inte- 
resante y útil estudiar sistemáticamente, por los métodos que se acaban 
de esbozar, la masa considerable de documentos reunidos por los psicó- 
logos, en Francia particularmente por Alfred Binet, sus colaboradores y 
sus alumnos (especialmente en el Année psychologique y el Bulletin 
pour Vétude psychologique de Venfant). Pero este largo estudio no es in- 
dispensable para que estemos ya seguros del valor científico que puede 
tener en esos dominios la teoría de las probabilidades, aplicada con rigor 
y con prudencia. 


CAPÍTULO X 


EL ALCANCE FILOSÓFICO DE LAS LEYES DEL AZAR 


109. El estudio de las leyes del azar renueva el proble- 
ma del valor del conocimiento. - 110. El determinismo del sabio. 
- 111. El determinismo en la escala humana no significa el deter- 
minismo “absoluto” en la escala molecular. - 112. El determinis- 
mo en la escala molecular no significa el determinismo “absolu- 
to” en la escala humana. - 113. El milagro de la conciencia epi- 
fenomenal es más inverosímil todavía que el milagro de los mo- 
nos dactilógrafos. - 114. El acuerdo del mundo con la razón y la 
evolución humana. - 115. La explicación estadística de la ley de 
Newton sería contemplada como un progreso. - 116. El segundo 
principio de la termodinámica y la degradación de la energía. - 
117. El “demonio de Maxwell” y la actividad humana. - 118. 
Una concepción posible de la evolución del universo. 


109. No sin muchas dudas me he decidido a escribir este último 
capítulo: reflexionando, me he convencido, sin embargo, de que no po- 
día rehusarme a opinar sobre cuestiones que deben interesar a la mayor 
parte de los lectores de este libro. No sería menester observar que, ya 
que se trata de valorar filosóficamente un conocimiento particular, de he- 
cho se encuentra planteada la cuestión del valor del conocimiento; basta- 
rá decir que no es cuestión de aportar aquí conclusiones definitivas sobre 
un problema que no ha cesado de preocupar al hombre desde los orí- 
genes del pensamiento filosófico. Quisiera demostrar en qué medida este 
problema se ha remozado por el estudio de las leyes del azar y por la 
comprobación del rango que adquieren en la vida práctica y en el conoci- 
miento científico. 


110. Henri Poincaré hizo observar que el sabio no puede, en tan- 
to que sabio, no ser determinista, del mismo modo que un hombre cual- 


quiera no puede, en la vida práctica, proceder como si no creyera en la 
existencia del mundo sensible. Puesto que el objeto de la ciencia es pre- 
ver, desde el momento en que la previsión deja de ser contemplada como 
posible se está fuera de las fronteras de la ciencia y el sabio deja de pro- 
ceder o de pensar como sabio. Esta concepción de la ciencia es evidente- 
mente necesaria; todo consiste en saber si esta necesidad es absoluta, en 
el sentido de las verdades matemáticas, o si comporta una fracción de 
contingencia, por débil que pudiera ser. Desde este punto de vista, las 
explicaciones basadas sobre la teoría de las probabilidades, en particular 
las explicaciones “estadísticas” de los fenómenos físicos, son doblemen- 
te interesantes de estudiar: por una parte, permiten comprender que la 
necesidad de un fenómeno global no es incompatible con la “libertad” de 
los fenómenos parciales; por otra, proporcionan ejemplos de casos en los 
cuales el determinismo supuestamente absoluto de los fenómenos parcia- 
les no permite prever con rigor absoluto el fenómeno global. 


111. Insistamos un poco sobre estos dos extremos y por de pron- 
to sobre el hecho de que la necesidad observada en los “efectos” no en- 
traña necesariamente el determinismo absoluto de las causas. 

Hemos hallado, en diversas ciencias, una misma tendencia: 
reemplazar el estudio de fenómenos particulares por el estudio global, 
estadístico, de un conjunto de fenómenos muy numeroso. Este estudio 
estadístico conduce a resultados importantes y precisos, que merecen 
verdaderamente el nombre de leyes científicas. Este hecho es valioso y 
nos obliga a reflexionar. 

Siguiendo a los grandes sabios del fin del siglo XVIII, los La- 
grange, los Laplace, los Fourier, el siglo xix se ha esforzado en explicar 
el mayor número posible de fenómenos sometiéndolos a las rigurosas le- 
yes de la mecánica; así como el curso de los astros está inmutablemente 
fijado y todos sus detalles pueden ser previstos, debiera bastar con per- 
feccionar los métodos de cálculo y analizar suficientemente y con mucho 
detalle los hechos físicos, para llegar a comprobar en ellos la misma con- 
formidad entre la teoría y la observación. 

Sería injusto decir que esta concepción está en quiebra, porque 
es solamente apoyándose en ella que se la ha podido superar, y deberá 


conservársela como uno de los elementos indispensables a nuestro cono- 
cimiento del universo; pero siendo necesaria aún, no es ya suficiente. Es 
inútil repetir las razones por las cuales el análisis detallado del determi- 
nismo de los fenómenos excede las fuerzas humanas; pero si las innume- 
rables ecuaciones diferenciales que definirían los movimientos de las 
moléculas no pueden ser consideradas individualmente, es posible en 
cambio estudiar algunas de sus propiedades generales, de las que se de- 
ducen precisamente las leyes estadísticas. El determinismo riguroso que 
se deduciría de la resolución, teóricamente posible, del conjunto de ecua- 
ciones, sólo juega en el establecimiento de estas leyes estadísticas un pa- 
pel accesorio; estas leyes seguirán siendo las mismas, si el detalle de los 
fenómenos se modifica, con tal de que los promedios subsistan: entre los 
trillones de moléculas de un gas, algunos millones chocan en un tiempo 
muy corto contra una porción de la pared; poco importa saber cuáles son 
esas moléculas privilegiadas, y desde el punto de vista humano, esta 
cuestión carece de sentido; la única cosa que importa es conocer su nú- 
mero y su velocidad media. 

Podríamos ir aun más lejos, e imaginar que entre los trillones de 
moléculas que forman una pequeña masa gaseosa, algunas estuvieran so- 
metidas a leyes absolutamente diferentes de las que conocemos, o que no 
estuvieran sometidas a ninguna ley y que se comportan como estando 
dotadas de libre arbitrio, en el sentido más natural de este término; el de- 
terminismo de los fenómenos accesibles a nuestras observaciones no se- 
ría afectado; las leyes físicas no tendrían que sufrir por ello ninguna mo- 
dificación'*. De la misma manera, la hipótesis de que los hombres están 
dotados de libre arbitrio no influye sobre las leyes de la estadística: el 
número de viajeros que dejarán París el 3 de agosto, por la estación Saint 
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Contra la hipótesis de que las moléculas son “libres”, debo citar un artículo muy suges- 


tivo de J. H. Rosny, La contingencia y la determinación, aparecido mientras yo corregía las úl- 
timas pruebas de este libro (Revue du Mois, 10 de enero de 1914, t. XVII, p. 5). Debo citar tam- 
bién una conferencia muy interesante de Langevin, realizada en la Sociedad francesa de Física a 
fines de noviembre de 1913 y aun inédita en el momento en que este libro aparece. En esta con- 
ferencia Langevin ha insistido particularmente en el hecho de que el estudio profundo de ciertos 
fenómenos de nuestra escala permite fijar con certeza algunas leyes de los fenómenos molecu- 
lares; no se puede satisfacer con la afirmación vaga que se obtiene de las leyes de la teoría de 
las probabilidades. Pero, por una parte, esta determinación no puede jamás ser absoluta y, por 
otra parte, se puede siempre concebir que algunas moléculas escapen enteramente a tales leyes. 


Lazare, puede ser previsto en forma aproximada; la mayor parte de ellos, 
sin embargo, considerados individualmente, podrían muy bien partir el 
día anterior o el siguiente. 

Se podrían multiplicar los ejemplos; pero creo haber puesto en 
suficiente evidencia este punto esencial: no hay incompatibilidad entre el 
papel de lo que llamamos azar y el establecimiento de leyes científicas; 
al contrario, en muchos casos, si no en todos, las leyes científicas son la 
resultante simple de un número extremadamente grande de fenómenos 
complejos, imposibles de estudiar en detalle. Esta concepción, ¿hace le- 
gítima la aplicación de métodos propiamente científicos al estudio de los 
fenómenos económicos y sociales? Quienes se interesan por esta cues- 
tión podrían tal vez sacar algún provecho de la forma nueva en que se 
debe encarar el determinismo de los fenómenos físicos y biológicos, que 
se puede llamar el determinismo estadístico. 

Volviendo a las ciencias físicas, el hecho de que el determinis- 
mo global no excluya la hipótesis de la indeterminación de los fenóme- 
nos en la escala molecular, merece ser profundizado. Los fundadores de 
la teoría cinética han tomado, en efecto, como punto de partida, el deter- 
minismo de los fenómenos moleculares; ¿no hay alguna contradicción 
que ponga en duda este determinismo, en virtud de las consecuencias 
mismas deducidas de este punto de partida? Volveremos de inmediato 
sobre ese punto. 


112. Antes, digamos algunas palabras sobre un hecho, en cierta 
forma inverso del precedente: el carácter parcialmente contingente de las 
consecuencias que se pueden deducir de la hipótesis del determinismo 
absoluto de los fenómenos moleculares. Es bien claro que si los movi- 
mientos de las moléculas de un gas están rigurosamente determinados, 
todas las propiedades de ese gas podrían ser deducidas, con una certeza 
absoluta, del estudio de las ecuaciones definidoras del movimiento de las 
moléculas. Pero, aun dejando de lado por un instante la dificultad, no 
obstante muy real, debida al número prodigioso de ecuaciones que de- 
bieran escribirse e integrarse, hemos comprobado que no es posible estu- 
diar con precisión el movimiento de una molécula sin hacer entrar en las 
ecuaciones el universo entero. Ya no se trata, pues, de un número de 


ecuaciones totalmente grande que el espíritu humano es incapaz de re- 
presentárselas todas; es un número realmente infinito de ecuaciones que 
habría que suponer escritas e integradas'”. El determinismo del fenó- 
meno global puede, pues, muy bien concebirse en forma abstracta, pero 
su detalle no puede ser previsto; todo lo que podemos hacer es prever, 
por los métodos de la mecánica estadística, el fenómeno más probable. 
Así podemos prever, para tomar un ejemplo dado por Jeans, que el agua 
puesta sobre el fuego llegará a hervir y no se convertirá en hielo. Sin em- 
bargo, el hecho de que el agua puesta en el fuego se hiele, no es imposi- 
ble, en el sentido absoluto del término, sino sólo altamente improbable, 
lo mismo que la reconstitución de la Biblioteca nacional por un ejército 
de monos dactilógrafos no puede ser declarada imposible, sino altamente 
improbable. El “milagro del agua helada por la acción del fuego” es 
exactamente comparable al “milagro de los monos dactilógrafos”; es 
probable y no seguro, que estos “milagros” no se producirán. Ciertamen- 
te, no cabe duda que este grado de probabilidad debe ser, para todo hom- 
bre sensato, confundido con la certidumbre; mas esta certidumbre no tie- 
ne el valor absoluto que un filósofo determinista debe atribuir a su deter- 
minismo: porque, por pequeña que sea la parte de libertad concedida al 
mundo, hay un abismo entre un mundo donde esta parte exista y un 
mundo en donde ella esté excluida. 

Las observaciones hechas sobre la multiplicación extraordinaria- 
mente rápida, por los choques, de las desviaciones extremadamente débi- 
les de las moléculas, son ejemplos de la importancia de las modificacio- 
nes que se producirían en el futuro del universo, en caso de un desgarra- 
miento, por pequeño y localizado que sea, del determinismo universal. 

Si en el ejemplo de Jeans, el agua puesta sobre el fuego se con- 
gelara, no sería ello, para el físico atomista, un fenómeno realmente mi- 
lagroso, es decir, contrario a las leyes científicas, sino solamente una 
coincidencia sorprendente, testimoniada por un azar verdaderamente ex- 
cepcional; el determinismo atomístico no sufriría el más leve ataque, 
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infinito, ¿cómo evitar la diseminación indefinida de la materia? Los filósofos que se rehúsan a 
creer en el infinito actual encontrarán sin duda por otra parte el argumento también fuerte, 
cuando uno se limita a comprobar el número extraordinariamente grande de las ecuaciones. 


puesto que lo que sabemos de los movimientos atómicos, hace a este fe- 
nómeno posible aunque muy altamente improbable. Lo que resultaría 
atacado es lo que podemos llamar el determinismo de nuestra escala, es 
decir, el determinismo que necesitamos para que el mundo se nos apa- 
rezca inteligible. 

En el fondo, a causa de este determinismo nuestra razón ha sido 
naturalmente llevada a creer en el determinismo oculto, pero absoluto, de 
los fenómenos moleculares; es muy importante observar que puede ha- 
ber contradicción entre los dos determinismos. 


113. Comprobada esta contradicción, quizás extrañe menos ima- 
ginar que pueda haber, aquí y allí, en el mundo, principios absolutos, sin 
que esos principios absolutos sean incompatibles con el determinismo 
científico. Debo confesar que esta concepción de los principios absolutos 
me inspira una gran repugnancia, como creo que les ocurre a todos cuan- 
tos tienen alguna educación científica o simplemente racional; pero no es 
menos mi repugnancia ante la teoría de la conciencia epifenomenal'* y 
esta antinomia es el único problema filosófico que no ha dejado jamás de 
preocuparme. No pretendo haberlo resuelto; pero la antinomia me parece 
menos dificultosa desde que reflexioné sobre el papel del azar en las le- 
yes científicas; por esto he tratado de resumir aquí estas reflexiones, por 
imperfectas que sean. 

Uno de los hechos que me parecen más difícilmente explicables 
en la teoría de la conciencia epifenomenal es que el solo juego del meca- 
nismo materialista haya podido producir libros en los cuales están ex- 
puestas ideas abstractas y sentimientos complejos; libros cuya acción so- 
bre la naturaleza haya podido ser tan considerable, por intermedio del 
hombre. Se trata de un “milagro” bastante análogo al “milagro de los 
monos dactilógrafos”, pero más inverosímil aún; la existencia de este he- 
cho y su persistencia a través de las edades, me parecen incomprensibles 
s1 no admitimos que la razón abstracta del hombre puede tener alguna in- 
fluencia sobre la marcha de sus pensamientos y por consiguiente sobre 
sus actos. Los movimientos del cerebro que corresponden al pensamien- 


nd Ver Jules Tannery: Revue du Mois del 10 de agosto de 1906 (t. IL, p. 129) y Science et phi- 
losophic, cap. MI. 


to humano son ciertamente de una complicación comparable a los movi- 
mientos de las moléculas de un gas; unos y otros movimientos están 
científicamente determinados cuando se los observa en nuestra escala, es 
decir, siguiendo leyes cuya totalidad no conocemos, pero que podemos 
conocerlas de más en más cada día. Mas lo que no podremos jamás ana- 
lizar completamente, es el detalle de estos fenómenos en la escala mole- 
cular; nos será, pues, siempre imposible saber en qué medida el determi- 
nismo de este detalle es riguroso. Si, por otra parte, al cabo de millones 
de generaciones el hombre, infinitamente más inteligente que nosotros, 
llega, por procedimientos que no podemos imaginar, a estudiar desde 
afuera todos los fenómenos que se producen en nuestro cerebro, este 
progreso no habrá podido realizarse sino después que el cerebro de ese 
superhombre, se haga infinitamente más complejo que el nuestro, y por 
consiguiente a él le resultará tan difícil de conocer como lo es el nuestro 
para nosotros. 


114. No nos es posible concebir por qué medio nuestra razón 
podría actuar sobre el mecanismo íntimo de nuestro pensamiento. No po- 
demos hacer a este respecto sino hipótesis y conjeturas; no sabemos tam- 
poco cómo nuestra conciencia nos hace conocer, si no ese mecanismo, al 
menos “alguna” cosa equivalente a este mecanismo. El estudio de los fe- 
nómenos inconscientes o subconscientes, de las singularidades tan nu- 
merosas de la psicología patológica, del papel de la intuición en la vida 
práctica y en la investigación científica!” nos llevarían a admitir que el 
mecanismo de nuestro pensamiento es infinitamente más complejo que 
la clara conciencia que habitualmente tenemos de esta idea; a veces 
nuestra conciencia llega a aprehender y a utilizar porciones de este me- 
canismo que le están habitualmente ocultas. De esta forma, para tomar 
un ejemplo lo más simple posible, el cálculo detallado de las combina- 
ciones posibles y aun el recuerdo claro de todas las jugadas anteriormen- 
te observadas, permitirán a un jugador de “whist” o de “ecarté” obrar de 
manera conforme a la mayor probabilidad de ganancia. A falta de exa- 
men detallado de esos cálculos o de esos recuerdos, imposible de hacer 


nd Ver E. Borel, La intuición y la lógica en matemáticas (Revue de métaphysique et de mora- 
le, 1907, p. 273) y La evolución de la inteligencia geométrica (ibid., 1907, p. 747). 


en un tiempo muy corto, el jugador hábil utiliza su intuición, que no es, 
quizás, otra cosa que la conciencia un poco vaga de un estado de su cere- 
bro, demasiado complejo para descubrirlo en sus detalles. Sucede lo mis- 
mo, sin duda, en casos más complicados, y en este sentido es legítimo 
oponer, como se suele hacer, el espíritu de sutileza al espíritu geométri- 
co. Apenas hace falta advertir que estas observaciones subsistirán igual - 
mente, sin embargo, en la hipótesis de la conciencia epifenomenal. Lo 
que me parece mucho menos comprensible en esta hipótesis, es el acuer- 
do del mundo con nuestra razón o si se quiere, el hecho de que el conoci - 
miento de la verdad sea ventajoso a la evolución humana. 

No se trata de la idea mística de la excelencia de la verdad, sino 
del hecho de que la evolución de la especie humana y su primacía en la 
lucha por la vida se han visto singularmente ayudadas por la adquisición 
de verdades vulgares y verdades científicas. Sé bien que algunas perso- 
nas piensan'”” que el conocimiento de la verdad suprema, es decir, la 
creencia en el determinismo absoluto y la creencia epifenomenal, tendrá 
como consecuencia hacer imposible la vida de la humanidad. Si así fue- 
ra, sería ello una razón para dudar de esta verdad suprema, porque cons- 
tituiría el primer ejemplo de la influencia nefasta de la verdad sobre la 
evolución humana. Quienes creen en un determinismo rigurosamente 
materialista, serían, por otra parte, lógicos con ellos mismos al no expe- 
rimentar ninguna repugnancia frente a las mentiras cuyo valor social les 
pareciera indiscutible; desde el momento que estas mentiras son momen- 
táneamente útiles, se las debe respetar y divulgar. 

Quienes, por el contrario, piensan que la evolución del universo 
no se produce siguiendo un plan inmutable, sino que esta evolución pue- 
de ser en cierta medida influenciada por la razón humana, deben anhelar 
que sea cada día más completo el acuerdo entre esta razón y el mundo 
que ella misma aspira a dirigir; deben, pues, esforzarse en aclarar la ra- 
zón de sus semejantes, con la convicción de que la verdad es siempre 
preferible al error y a la mentira, y jamás puede ser nefasta. Este idealis- 
mo optimista debe ser la doctrina de quienes creen en la razón humana, 
en el progreso y en la excelencia de la verdad; el materialismo pesimista 
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nes podrían casi resumirse en las célebres palabras: hace falta una religión para el pueblo. 


debe relegarse para aquellos cuyo pragmatismo se acomoda a todos los 
errores tradicionales, en los cuales creen encontrar ventajas inmediatas. 


115. En el terreno científico mismo, la introducción de los méto- 
dos estadísticos ha conducido a modificar la concepción tradicional del 
progreso. Realizar un progreso, fue primeramente explicar lo complejo 
por lo simple, llegar a la ley de Newton, a la atracción en razón directa 
de las masas y en razón inversa del cuadrado de las distancias, la compli- 
cación de los movimientos de los astros. Esta noción de progreso subsis- 
te, pero debe ser completada; la ley de Newton nos ha parecido siempre 
una etapa necesaria e indestructible del pensamiento científico, pero su 
simplicidad no nos satisface ya enteramente; admiraríamos hoy lo mis- 
mo a Newton que al físico que explicara esta ley por una teoría estadísti- 
ca, de la cual fluyera como consecuencia infinitamente probable de la 
irregularidad de ciertos movimientos extremadamente complejos. 


116. Una de las consecuencias de las teorías físicas modernas 
que ha motivado más discusiones es la llamada doctrina de la degrada- 
ción de la energía. 

El segundo principio de la termodinámica, o principio de Car- 
not, fue enunciado por Clausius bajo la forma precisa de que la entropía 
de un sistema aislado no puede decrecer: extendiéndola audazmente al 
universo entero, se ha deducido muchas veces otra consecuencia de al- 
cance mucho más general: la entropía del universo tiende hacia el máxi- 
mo, de lo cual se concluye también que la evolución es irreversible. Si se 
es pesimista, esta irreversibilidad de la evolución puede significar que el 
universo tiende a un estado de muerte térmica, en el que la energía utili- 
zable habrá desaparecido; si se es optimista, se puede uno alegrar de la 
consecuencia, en cierto modo consoladora, de que el progreso no es una 
palabra vana, puesto que los estados anteriores del mundo, superados por 
la evolución, no se volverán a encontrar jamás. Estas diversas conse- 
cuencias, ni que decirlo, sobrepasan en mucho el alcance del segundo 
principio; en particular, habría que resolver primero la cuestión de saber 
si las reservas de energía utilizable tendrán fin, en un sistema finito, y a 
fortiori en el sistema infinito, que es, posiblemente, el universo. Con ma- 


yor razón nos excedemos largamente de los resultados efectivamente ad- 
quiridos por la ciencia, si damos al segundo principio el enunciado más 
general obtenido al interpretar primero los resultados más simples en el 
lenguaje de la mecánica estadística y extendiendo en seguida el resultado 
así obtenido a los casos más generales. Llegaríamos así a la ley general 
de la evolución, según la cual el universo va constantemente de los esta- 
dos menos probables a los estados más probables. Evidentemente es im- 
posible demostrar la exactitud o la inexactitud de este enunciado; tanto, 
que no se ha definido de una manera precisa la probabilidad. Podemos 
simplemente observar que el enunciado es exacto en los casos simples 
cuya probabilidad ha podido ser definida, e inducir de ahí la posibilidad 
de definir la probabilidad en todos los casos de tal manera que el enun- 
ciado subsista. 

Quisiera decir aquí algunas palabras sobre los reparos de Boltz- 
mann a la aplicación del segundo principio al universo. Como dice muy 
justamente Boltzmamn, “seguramente nadie tomará tales especulaciones 
como si se tratara de importantes descubrimientos, ni como el objetivo 
más elevado de la ciencia, como hacían los antiguos filósofos. Pero no es 
justo tomarlos a la ligera y mirarlos como del todo inútiles”. Boltzmann 
desarrolla una concepción mecánica del universo en la que a veces pasa 
de un estado más probable a otro menos probable, de tal modo que para 
el universo entero, la irreversibilidad no existe. Esta concepción es co- 
rrecta desde el punto de vista abstracto, siempre que el universo sea un 
sistema mecánico de posible definición por un número finito de paráme- 
tros de campo total de variación finita. Admitamos por un instante que 
fuera aceptable esta imagen del universo visible, es decir, que pudiéra- 
mos fijar un número muy grande R, tal, que no quede nada al exterior de 
la esfera S; de radio R; esta esfera S será nuestro universo; la evolución 
de este universo será, según un teorema de Poincaré, tan aproximada 
como se quiera de una evolución periódica y, en períodos inmensamente 
largos, los fenómenos en contradicción con el segundo principio serán 
allí tan frecuentes como los fenómenos en acuerdo con ese principio. De- 
jando de lado las dificultades —que me parecen, sin embargo, insupera- 
bles— que comporta la hipótesis de que nada sale de la esfera S, es nece- 
sario observar que la conclusión no es correcta sino en la medida que su- 


ponemos absoluta la inexistencia de toda acción exterior a S. Imagine- 
mos, con O. Chwolson'”, una esfera S2 cuyas dimensiones en relación a 
S fuesen las de S en relación a un átomo; y una esfera S3 que fuese a S» 
lo que S, es a S y así sucesivamente hasta una esfera Sn, cuyo índice n 
fuese igual a un millón. Para que la aplicación a S de la teoría mecánica 
de la cuasi-periodicidad debida a Poincaré fuera legítima, sería necesario 
estar seguros de que no hay, en los confines de Sn, algún universo S' de 
las mismas dimensiones que S, aunque probablemente muy diferente a 
S, y que pueda, con el transcurso del tiempo, actuar sobre S. Pues la du- 
ración del tiempo necesario para la aplicación del teorema de Poincaré es 
de tal manera largo que un encuentro de S con S' sería infinitamente pro - 
bable, mucho antes de que estos tiempos hubieran transcurrido. Esto 
quiere decir que por lo menos es tan verosímil suponer que las leyes de 
nuestro universo serán completamente modificadas por una combinación 
con otro universo (actualmente infinitamente más alejado de él que un 
átomo situado sobre la Tierra lo está de otro situado sobre Sirio) como 
suponer un cambio de sentido apreciable en la variación de la entropía. 

En otros términos, la evolución regular hacia los estados más y 
más probables me parece, contrariamente a la concepción de Boltzmamn, 
que debe ser admitida para el universo entero, desde que no se le con- 
templa como un sistema finito aislado para siempre en una porción finita 
del espacio, de la cual nada puede salir, ni materia ni energía, y en la 
cual nada puede entrar'”. 

117. La cuestión que ahora se plantea es si se puede concebir el 
principio y el fin de esta evolución; una tal cuestión es difícil de resolver 
de manera enteramente satisfactoria, porque nuestro espíritu no concibe 
más fácilmente el infinito del tiempo que el infinito del espacio; todo 
cuanto se le puede pedir a una teoría cosmogónica, es que no contribuya 
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Se podría tratar de disminuir la rareza (por no decir más) de esta concepción del universo 


finito suponiendo que el universo es periódico, es decir, se compone de una infinidad de parale- 
lepípedos rigurosamente idénticos y, por ende, indiferenciables, de modo que todo pasaría 
como si el universo fuera finito y tuviera, con una dimensión más, una estructura geométrica 
análoga a un rectángulo cuyos lados opuestos se hubieran pegado dos a dos, lo que da un toroi- 
de. Pero todo esto es bien poco verosímil. 


a aumentar, por sus particularidades, las dificultades inherentes a toda 
cuestión en que el infinito está en juego. 

Es por ello que ciertos físicos, particularmente Arrhénius, han 
tratado de imaginar cómo las condiciones particulares de las nebulosas 
pueden hacer posible la reconstitución de cuerpos radioactivos, así como 
otras infracciones al segundo principio'”. 

Debo confesar que soy bastante escéptico en lo que toca a la po- 
sibilidad de estas infracciones; la evolución hacia los estados más proba- 
bles me parece una ley general, de la que no es posible escapar. 

Maxwell ha tratado muy hábilmente de demostrar cómo un ser 
muy inteligente y muy ingenioso, podría sin ningún trabajo, abriendo o 
cerrando simplemente un orificio por medio de una puerta manejable sin 
esfuerzo, llegar a hacer evolucionar una masa gaseosa hacia los estados 
menos probables: bastaría que ese “demonio de Maxwell” dejase pasar 
en un sentido las moléculas más rápidas (es decir las más cálidas) y en el 
otro sentido las más lentas (es decir las más frías). De esta manera, las 
dos masas gaseosas, separadas por el orificio, adquirirían espontánea- 
mente una diferencia de temperatura. Llevando más lejos la misma idea, 
Jean Perrin se ha preguntado si no es posible concebir la utilización del 
movimiento browniano, consecuencia visible y accesible a nosotros de la 
agitación molecular; parece posible, en rigor, a costa de muchos esfuer- 
zos, Obtener una mínima infracción al principio de Carnot. Podemos pre- 
guntamos, no obstante, si los diversos mecanismos concebibles a este 
objeto no exigirán forzosamente la intervención constante de una inteli- 
gencia humana, intervención que supone una función vital, es decir, un 
acrecentamiento de la entropía tal vez forzosamente más elevado que la 
disminución obtenida, en otra parte. 

Aun dejando de lado estas objeciones, el argumento del demo- 
nio de Maxwell es simplemente la comprobación de que la razón huma- 
na es capaz de crear el orden allí donde el juego espontáneo de las fuer- 
zas mecánicas tiende a aumentar el desorden. Todos los productos de la 
industria humana, ya se trate de kilómetros de rieles o de bibliotecas lle- 
nas de libros en los que el desorden aparente de los caracteres es en reali- 
dad un orden de esencia superior, todos estos productos, son a priori in- 
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Se llega así a dar una base casi científica a la famosa doctrina del “eterno retorno”. 


finitamente poco probables. Pero el lugar que ocupan en el universo es 
tan poca cosa y, por otra parte, el gasto de energía utilizable necesaria 
para obtener esos resultados, el desorden creado para obtener ese orden, 
el carbón disipado para fundir ese hierro, etc., son'” relativamente tan 
considerables, que se puede despreciar esta creación de orden'”*, cuando 
nos enfrentamos al problema cosmogónico; podemos también despre- 
ciar, creo, todos los fenómenos biológicos en relación al conjunto de to- 
dos los otros fenómenos; la evolución del universo hacia los estados más 
probables, se convierte, por tanto, en una ley absolutamente general. 


118. ¿Podemos, admitiendo esta ley general de la evolución, 
concebir sin embargo la duración ilimitada de esta evolución en el pasa- 
do y el porvenir, sin que en ningún instante encaremos la posible muerte 
del universo? Esto es imposible: basta imaginar que el desorden, es de- 
cir, las diferencias de temperatura, la heterogeneidad de la materia, etc., 
crezca constantemente en una escala de más en más menor, mientras que 
el orden va disminuyendo en la misma escala en que el desorden aumen- 
ta, aunque puede crecer y aun perfeccionarse en una escala todavía más 
débil. En otros términos, la estructura del universo se hace de más en 
más fina; la débil fracción de la energía solar que absorbe nuestro globo, 
y ha creado las minas de carbón, muy pequeñas en relación al sol, pero 
que representan en nuestra escala una provisión considerable de materia- 
les ordenados; la disipación del carbón nos permite crear orden en una 
más pequeña escala; es verosímil que ocurran fenómenos análogos en es- 
calas muy grandes o muy pequeñas para sernos accesibles. 

La evolución del universo podría así ser concebida como ten- 
diendo a producir un estado más y más complicado, imposible de abar- 
car y utilizar sino por seres cada vez más pequeños. Como no existe pa- 
trón absoluto de longitud'”%, tal empequeñecimiento no tiene nada que 
deba asustamos; creo que actualmente los seres del tamaño de las molé- 
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En rigor, no está demostrado que el perfeccionamiento de las técnicas no permita obtener, 


gracias a la razón, más orden que el desorden que se crea; es una cuestión que no puedo abordar 
aquí. 
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Se podría, a propósito de esta creación de orden por la razón, volver a lo que hemos dicho 


anteriormente (n* 114), pero debo limitarme. 


culas, y sobre todo los seres que en relación a las moléculas son lo que 
nosotros en relación al sol, son bien poco dignos de nuestro interés; no 
hay razón alguna para que la complicación creciente del universo no 
haga posibles, si no lo son ya, tales seres con una estructura relativamen- 
te más compleja que la nuestra. 

La evolución del universo podría ser así contemplada, al cabo de 
intervalos de tiempo inmensamente largos, como una reducción en cierta 
forma homotética acompañada, quizás, de una tendencia cada vez mayor 
al orden en el sentido elevado de complejidad ordenada por la razón. Pa- 
rece posible afirmar que una tal concepción no contradice los datos nue- 
vos que debemos a la ciencia del azar. 


176 7 h 2 á 
Se ha propuesto como patrón las longitudes de ondas luminosas; estas longitudes de onda, 


son relativas a nuestros ojos y a la naturaleza de los cuerpos actualmente considerados como 
simples. El principio de relatividad introduce un patrón absoluto de velocidad, pero no de longi- 
tud ni de tiempo. 
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